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AVANT-PROPOS 


Ce volume intitulé Analyse développe les parties du programme relatives aux 
rubriques : 

Calcul différentiel, 

Calcul intégral, 

Exemples de fonctions d'une variable réelle. 


Ces parties étant strictement les mémes dans les programmes des sections C, D et E, се 
volume est commun à ces trois sections. 


Les trois premiers chapitres constituent une mise au point, avec quelques compléments, 
des notions étudiées dans les classes précédentes (continuité, limites, dérivées, variations 
des fonctions numériques d'une variable réelle). 


Le chapitre 4, en grande partie nouveau, étudie de facon conjointe les fonctions vecto- 
rielles et la cinématique. Les espaces vectoriels et affines euclidiens y jouent un rôle 
essentiel. 


Le chapitre 5, entiérement nouveau, est consacré au calcul intégral. L'outil privilégié 
est constitué par les fonctions en escalier encadrant une fonction donnée. 


Le chapitre 6, également nouveau, étudie les fonctions exponentielles et logarithmiques 
et leurs applications. 


Toutes les parties nouvelles sont introduites par des exemples simples; mais aussi bien 
dans les révisions de Premiére que dans les parties nouvelles on n'a pas oublié qu'il 
s'agissait de donner aux élèves des classes de terminales scientifiques une image qui 
ne soit pas trop déformée de l'Analyse. Aussi, pour une meilleure compréhension du 
cours et dans un souci légitime de rigueur, l'auteur n'a pas hésité à donner quelques 
compléments en petits caractéres; ces compléments peuvent étre sautés sans inconvé- 
nient en première lecture. Naturellement c'est aux Professeurs, suivant leur section et 
le niveau de leurs élèves, de voir dans quelle mesure ces développements peuvent être 
utilisés au mieux de l'intérét de la classe. 


Ce souci de rigueur, indispensable dans l'étude de l'Analyse n'exclut pas l'intérêt apporté 
aux applications pratiques. C'est ainsi, comme nous l'avons dit plus haut, que l'étude 
de la Cinématique a été menée de front avec l'étude des fonctions vectorielles, De même 
les fonctions en escalier ont été utilisées aussi bien pour la définition de l'intégrale que 
pour l'étude des applications (aire, volume, masse etc.). Enfin l'étude des fonctions 
logarithmiques conduit tout naturellement à l'utilisation des tables de logarithmes et 
de la régle à calcul et celle des fonctions exponentielles trouve son aboutissement nor- 
mal dans la présentation de nombreux phénoménes physiques. 


Dans le méme ordre d'idée de nombreux exercices sont proposés aux élèves : certains 
sont plus théoriques, d'autres de caractère plus pratique; là aussi c'est au Professeur 
d'effectuer les choix nécessaires suivant ses élèves. De toute manière la pratique du 
calcul aussi bien littéral que numérique doit être développée dans toutes les sections. 


En résumé ce livre a voulu mettre en vedette le double aspect théorique et concret pré- 
senté par l'Analyse. Nous espérons qu'ainsi congu, il contribuera, d'une part, à la for- 
mation générale des élèves et, d'autre part, pourra constituer une solide base de départ 
aussi bien pour les futurs mathématiciens que pour les futurs utilisateurs de l'Analyse : 
informaticiens, mécaniciens, physiciens et ingénieurs. 


M.Q. et AR. 


1.1 CONTINUITÉ EN UN POINT 


1l Fonction numérique d'une variable réelle : 


continuité et limites. 


Nous avons donné en classe de Premiére des exemples d'initiation conduisant aux 
notions délicates de continuité et de limites. Nous nous proposons de rappeler les 
résultats de la classe de Première et de les compléter. Nous avons donné les démons- 
trations des théorèmes relatifs aux opérations et à la composition de fonctions conti- 
nues. Ces démonstrations ne figurent pas au programme officiel, mais nous pensons 
qu'elles permettent de mieux comprendre la notion de continuité. 


I. Continuité 


Rappelons qu'un intervalle de centre le nombre réel a est un intervalle ouvert de la forme 
la—h,a-d- M (h>0). 


Définition. 
Une fonction f définie sur un intervalle de centre хо est continue en хо si et seulement 
si, quel que soit l'intervalle J de centre f (xo), il existe un intervalle | de centre хо tel 
que /(1) c J. 


Fig. 1 


= 
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Rappelons que lorsque nous écrivons : f(x), f(x), f(D, ..., nous supposons implici- 
tement que f est définie en x, en xy, en tout point de I, . 
La propriété de continuité en un point est représentée à la figure 1 et elle peut s'écrire 
en utilisant les quantificateurs : 

(«et ВЕР) Q(xelus—8,x 8D |f/G) Л) | « a 


Elle peut aussi s'énoncer : quel que soit x > 0, il existe @ — 0 tel que pour tout x réel 
on ай: 
{х—%|<8 — 1/6) ЛО) |< а. 

C'est souvent sous cette forme que l'on démontre la continuité de f en xy. Rappelons 
que c'est « > 0 qui est donné arbitrairement, alors qu'un nombre 8 > 0 est cherché, 
dont l'existence est affirmée. Il est clair que si 8 convient pour un х donné, tout nombre 8” 
compris strictement entre 0 et 8 convient aussi pour cette valeur de x; mais si l'on change x, 
les valeurs de 8 que Гоп peut choisir ne seront plus les mêmes en général. 

La condition trouvée relative à x, soit | x — x, | < 8, est une condition suffisante (et 
non pas une condition nécessaire et suffisante) pour que l'on ait | f(x) — f (xy | < =. 


Exemples. 


1. Soit la fonction f: x1—— x? définie sur IR. Montrons qu'elle est continue pour 


Xo = 2 par exemple; on a f (2) = 4. Donnons-nous arbitrairement un nombre réel a > 0; 
nous cherchons à avoir 


Wu |4—4|<. 
Pour tout x réel on a |х#%—4|=|х—2||х+2|. 
Si [х—2|<1 ona — 


Сх —2 <1 ou encore 


3<х+2<5, 
donc pour x vérifiant |x—2|<1 ona 
[аё 41 [x 2]]x —2] 5 5|x — 21. 


Donc pour avoir (1) il suffit d'avoir 
{х—2|<1 et 5|x—2| «a; 


il suffit donc de prendre 8 = inf (i 3) : la fonction étudiée est continue au point 2. 


2. Soit la fonction f : х— i définie sur IR*. Montrons qu'elle est continue 


1 
pour x, = 3 par exemple; оп a /(3) = y Donnons-nous arbitrairement « — 0; nous 


cherchons à avoir 
0) 


Pour tout x réel on a 


Si |x—3|« 1, c'est-à-dire —1<х—3<1 ou encore 2<x<4, nous 
1d 
aurons 0 < = <3 et par conséquent : 


Le 31 1x3], 
3x] ^ 6 
Pour avoir (2) il suffit donc d'avoir 


Ix—3| 
6 


|x—3|«1 et <a; 


il suffit donc de prendre 8 = inf (1,6 2) : la fonction f est continue pour хо 


1. 2 COMPOSITION DES FONCTIONS CONTINUES 


EXEROICES 


Soit la fonction f qui associe à tout nombre réel x le nombre suivant, quand il existe : 

1. f(x) = 1 + x + | x |; construire la représentation graphique de f et montrer que 
fest continue au point x = 0. 

2. /(х) = |x| + |x + 2|; construire la représentation graphique de f et montrer 
que f est continue aux points x = — 2et x = 0. 

з. f(x) = л? + х + 1; montrer que f est continue au point x = 1 (remarquer que 
x +x 2 = (x — 1)(х +2). 

4. f(x) = х* + x + 2; montrer que f est continue au point х = 0 (remarquer que 
| х o [x et que si| x] <1 on a xt |х| 2] x D. 


5. f(x) = x! — 5 x + 4; montrer que f est continue au poing 
6. f(x) = х? —3x; — = 
7.10 =2 T2 - — 
в fo) - ES 2 = 


Soit f une fonction continue en x, et g une fonction continue en f(x). Nous allons 
démontrer que la fonction g of est continue en x, en utilisant la définition que nous 
avons donnée de la continuité. 


z 
90) 
ооа) 
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ў J 
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Fig. 2 
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Puisque g est continue en f (xy), quel que soit l'intervalle K de centre 
g Go) = (е о/) (xo), 
il existe un intervalle J de centre f(x) tel queg () СК (fig. 2). 
Cet intervalle J étant choisi, puisque f est continue en x, il existe un intervalle I de 
centre x, tel que f (T) C J. Nous avons donc 
(gof) (D c £O) c K. 


Par suite, quel que soit l'intervalle К de centre (g o f) (хо), il existe un intervalle де cen- 


5 o E quel que soit x de Ja, b[ on a 
tre x tel que (g of) (D СК. Ce qui montre que la fonction g o f est continue en x. ш 
e Год — Ало) | = 1*0) — fall = 111/69 — £69 |; 
On peut énoncer : 
si à 0, pour avoir (2) il suffit que | f(x) — f) | < e се qui est possible puisque, 


Théorème. 


Si f est une fonction continue en хо et si g est une fonction continue en f (xo), alors la 
fonction g o f est continue en хо. 


1. 3 OPÉRATIONS SUR LES FONCTIONS CONTINUES EN UN POINT — 


Rappelons les théorèmes donnés en classe de Première. 


Théorèmes. 


1. Étant donnés deux fonctions / et g continues en хо et un nombre réel à, les fonctions 
t+g. M, fg 


sont continues en хо. 
2. Si f et g sont deux fonctions continues en x et si g (xo) # 0, alors › uem 
fonctions continues en хо. 


Les démonstrations de ces théorémes ne sont pas au programme. Toutefois nous les donnons 
car elles constituent des exercices d'utilisation de la définition de la continuité à l'aide des 
quantificateurs. 


a) Addition. 


Soit deux fonctions f et g définies sur Ja, БГ et continues en x, de Ja, AL La fonction 
fg: x — — (/+ g)Q) = /(х) tgl) est définie sur Ja,bl. Pour tout 
а > 0, cherchons à avoir 


a 1/69 + g 69 — ЛО) — g G9) | < а; 
quel que soit x de Ja , Mona 
1/60 + к о) — £6) — е G9 — 1/60 — Ted + g О) — e Go) | 
SIW Ло) + Le) g G9 |; 

pour avoir (1) il suffit que |/(х) — Л) | < 5 et que | gG) — g (9) | < H ce qui 
est possible puisque, / étant continue en ху, on a pour tout x réel : 

ap epp |х—]<В' — |/6)—/бш|<% 
et, g étant continue en x, on a pour tout x réel : 

gë eg |х| «8 — 120) — 669155 
donc en prenant B = inf (8', B") nous aurons pour tout x réel : 

lx = xol <8 = ЛО) + еб) — S0) — £69 | <a 

la fonction f + g est continue en хо. 


b) Multiplication par un nombre réel. 


Soit une fonction f définie sur Ja , b[ et continue en x, de Ja, b[ et un nombre réel 
donné. La fonction Af : x 1—— 0) (х) = Af (x) est définie sur Ja, b[. Pour 
tout о > 0, cherchons à avoir 


@ 13/69 — MG) | < а; 


f'étant continue en ху, on a pour tout x réel : 
Open |x—x|«8 = Lg - feas ng 


si ù = 0, on a (2) pour tout x de Ja, b[ puisque f(x) — Af (x) = 
est donc continue en xç. 


la fonction Af 


c) Multiplication. 


Soit deux fonctions f et g définies sur Ja , Al et continues en x, de Ja , AL La fonction 
Je | x —— Ug) (x) = f(x) х g(x) est définie sur Ja, AL Pour tout a 0, 
cherchons à avoir 

Qo Лод Q) — f G9) g G9) | < x; 

quel que soit x de Ja, A on a 

о) е б) — f Go) 9) | = ПОО — f Ge GO. + eist — в О) бш) | 

= tat — fe Hg 09 E 1269 — & Go) ЛО 
pour avoir (3) il suffit que. р 


% Le GO — 8 G9 1170 15 
etque 
6 1/09 — SG) | Le 015 2 


Si f(x) = 0, ona (4) pour tout x de Ja, bI. 
Si f(x) #0, ona (4) si | (х) — g (xo) | 


сне ан 

1/691 
ce qui est réalisé, puisque g est continue en xy pour tout x d'un intervalle I de centre ху. 
Pour avoir (5) cherchons à majorer | g(x) |. Soit J un intervalle de centre g (xj) tel 
que J c] M, M[ (M > 0 donné). Puisque g est continue en xy, il existe un 
intervalle 1' de centre x, tel que e(l") c J c ] — М, МІ donc 

(ү хет) le | M. 

Pour avoir (5) il suffit, x appartenant à 1', que 


E ER 


c'est-à-dire 
x 
1/60 — £691 zë 


ce qui est réalisé, puisque fest continue en xy, pour tout x d'un intervalle I” de centre xy. 
Nous aurons donc, pour tout ж > 0 donné arbitraire, (4) et (5) et par conséquent (3), 
pour tout x de l'intervalle de centre хе intersection des intervalles précédents. 


d) Inverse. 


Soit une fonction g définie sur Ja , b[, continue en x, de Ja, b[ et g (y) z 0. Pour 
tout a > 0, cherchons à avoir 


1 1 

ө lasal“ 
^ ао) — 2G) 
c'est-à-dire [eco T Te Gal ^ ^ 


pour cela nous allons chercher à minorer | g (x) | раг un nombre m > 0 sur un inter- 
valle I de centre ху, nous aurons alors g (x) # 0 sur T donc 1 sera définie sur I et 


lew- soll 
m| g (xo) | 


pour avoir (6) il suffira que l'on ait <a 


ul 


Puisque g est continue en xy, quel que зой a' > 0 il existe un intervalle I de centre x, 
tel que pour tout x de I : 


lg) — £9) | < 2 
ce qui est équivalent à 
g(x) — al «gG) < g (ko) Ба; 

si g (ху) > 0, nous aurons pour tout x de I : 

0< g(x) —a' < g (x) < g (xo) tal 
en choisissant a' de manière que 0 < a < g (хо); 
si g (хо) < 0, nous aurons pour tout x de I : 

во) а < g (x) (к) +а'<0, 
en choisissant «' de manière que, 0< «’ < — g (xo). 
Dans les deux cas on peut écrire : 

seit le@l>m 


(dans е premier cas : m =g (x) — а, dans le second саз: — т = g (xo) + a). 
Pour avoir (6) pour tout æ > 0 il suffit, x appartenant à I, que 12 ©) — £61 
ur avoir (6) pour tout æ il suffit, x appartenant que жг СӘ] <a 


ou encore que |g (х) — g(x) | < т |g (ха) | ce qui est réalisé, puisque g est 
continue en ху, pour tout x d'un intervalle I' de centre xy. On aura donc (6) pour 
tout x de І A T qui est un intervalle de centre xo. 


€) Quotient. 


Soit deux fonctions f et g définies sur Ja , bf et continues en x, de Ja, AL Supposons 
# (xo) # 0. On vient de voir qu'il existe un intervalle I de centre x, tel que, pour 
tout x de I, 200) #0 donc 


(xen Т) um xz 


1 E e " 
la fonction» est continue en x, a fonction fest continue en x donc le produit f x i 


est continu еп ху. 


Applications. 


Pour démontrer qu'une fonction est continue en un point, au lieu d'utiliser la définition 
il est souvent plus commode d'utiliser les théorémes précédents sur les opérations et 
la composition de fonctions continues. Ainsi la fonction constante : x + À О réel 
donné) et la fonction identique : x + х définies sur IR. étant continues en tout 
point de IR, toute fonction déduite de ces deux fonctions par un nombre fini d’additions 
et de multiplications sera continue en tout point de IR.. Par exemple, quel que soit n entier 
strictement positif la fonction : x + X" est continue en tout point de ЇР. et toute 
fonction polynôme : x 1—— a, x" + a, 4 X" + ... + ax + ap est continue en tout 
point de R. 

Toute fonction rationnelle, quotient de deux fonctions polynómes, est continue en tout 
point ой elle est définie. 


EXERCICE 


Montrer que la fonction : x 1—— sin (x? + 3x — 1) définie sur IR, est conti- 
nue en tout point de R. 

(On a vu, dans le cours de Première, que la fonction : x 1—= sin x définie sur R, est 
continue en tout point de IR). 


"Fig. 3 


4 CONTINUITÉ A DROITE, CONTINUITÉ A GAUCHE 


Définitions. 


Soit une fonction f définie en хо et à droite de хо c'est-à-dire qu'il existe A > O tel 
que f soit définie sur [xo , xo + DL On dit que f est continue à droite en x; 
si et seulement si, quel que soit l'intervalle J de centre f(x), il existe un intervale 
I = [0.х + BL ($2 0) tel que f(I) € J. 


La continuité à droite en x, peut s'écrire avec les quantificateurs : 
(xe Rf) QBER! (xeb х4 8D. |70) Л) | c. 
Elle peut aussi s'énoncer : quel que soit « > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout x réel 
on ait : 
0<х—%<В «=> |) (о) | <, 
On définira de méme la continuité à gauche en x, sous l'une des trois formes équivalentes 
analogues aux précédentes, par exemple ` 
(се) GRERÐ (qxebo—8, xl. |/G) Ло) | <a 


Remarque. 


Il en résulte que pour qu'une fonction soit continue au point x, il faut et il suffit 
qu'elle soit continue à droite et à gauche au point xy. 


Exemple. 


Si x est un nombre réel quelconque, il existe un entier relatif п tel que n < x < n + 1. 
Cet entier relatif s'appelle la partie entiére de x que nous désignerons par E (x). 
Soit la fonction f: x + Е (x) définie sur R et appelée fonction partie entière, 
on a par exemple : 


si —1<х<0 
si 0<х<1 
si 1<x<2 
si 2<x<3 


La représentation graphique de fest la réunion de segments parallèles à x'x, les extrémités 
de gauche de ces segments (représentées par un gros point sur la figure 3) font partie 
de la représentation graphique alors que les extrémités de droite n’en font pas partie. 


1.6 


4 


а) 


On peut écrire pour tout nombre réel x : 
2<х<3 —>/(у=/0=2 
ou encore, quel que зой « > 0 : 
0о<х—2<1—> |/(х)у—/(2)|<, 


ce qui montre que f est continue à droite pour х = 2. 


FONCTION DISCONTINUE EN UN POINT 


Soit une fonction f définie sur un intervalle de centre ху. On dit qu'elle est discontinue 
au point x, ou qu'elle présente une discontinuité au point x, si elle n'est pas continue 
au point xy. Reprenons l'exemple précédent. La fonction f : x —— E (x) définie 
sur R est discontinue au point x, = 2. (On s'assurera qu'il en est de méme pour toutes 
les. valeurs entières de x). Choisissons х tel que 0 — a < 1. Quel que soit l'intervalle 
=] — 8,24 8[, (8 >> 0), de centre x, — 2 il existe des nombres x de I tels que 
Ife —/@)| > а. 
En effet sur la représentation graphique (fig. 3) on voit que, quel que soit I, f (I) comprend 
1 qui est extérieur à J = ]/ (2) — « , f (2) + al. Nous avons donc prouvé l'assertion 
suivante 


HU Зее) (уве) хер – 8,2-8) |70) 70) |2 a 
qui signifie que / est discontinue au point x, — 2. 

Nous vérifions sur cet exemple que cette assertion est la négation de 

Q (qaeiR)qeeRt(qxep—8,2--8D |70) – 70) |< 
qui exprime que f est continue en x, = 2. 

Observez bien la place et la nature des quantificateurs. 

Exercices 


1. Soient la fonction fen escalier sur [1 , 4] définie раг: tat si 1«x«2, 


si 2<x<3, 


si 3«x«4, 


et par /(0 = 5, /Q) = 2, f) 
Faire la représentation graphique de f. 
Étudier si f est continue ou discontinue aux points 2, 3. 

.. Soit la fonction f : x 1———+ x — E (x) définie sur IR. 
Faire la représentation graphique de f. 
Quelles sont les discontinuités de f? 


| fe-- 


CONTINUITÉ SUR UN INTERVALLE OUVERT OU FERMÉ 
Définitions. 


Soit I l’un des intervalles de la forme : 
la,b[ , tel, Fa, Һ = 1—00, +оо[, 


On dit que fest continue sur I si et seulement si f est continue pour tout point x de I 
On dit que fest continue sur l'intervalle fermé ou segment [a , b] (a < b) si et seulement si: 
1. fest continue pour tout x tel que a < x < b. 

2. f est continue à droite pour x — a. 

3. f est continue à gauche pour x = b. 


EXERCICE 


Donner la définition d'une fonction continue sur [a, +-оо[, sur]—oe, a]. 


REMARQUE 


Soit I un intervalle ouvert ou fermé. Désignons par € (I, R) l'ensemble des fonctions 
numériques continues sur 1. On définit l'addition des fonctions appartenant à cet 
ensemble par : 
si f et g sont deux éléments quelconques de cet ensemble, la somme f + g est définie 
sur I de la manière suivante ` 
Фер (+) (0) = 0) + 2). 

On définit la multiplication de ces fonctions par : 
si f et g sont deux éléments quelconques de cet ensemble, le produit f x g est défini 
sur I de la manière suivante : 

(qxeD Fxg) =S) хб). 
On définit la multiplication d'une fonction par un nombre réel par : 
si f est un élément quelconque de cet ensemble et À un nombre réel quelconque, le 
produit de f par à noté . f est défini sur I de la manière suivante : 

ŒxED ANG) = 2/9. 

On démontre que : 
(C(L, R), +, X) est un anneau commutatif unitaire, 
(© а, R), ei un espace vectoriel sur IR. 


b) Théoréme fondamental. 
Conformément au programme, nous admettrons le résultat fondamental suivant : 


Théorème. 


Si f est une fonction continue sur un segment, l'image par f de ce segment est un 
segment. 


Fig. 4 


Soit [m , M] l'image du segment [a , b] (fig. 4), m est la plus petite valeur de f sur [a , b] 
et M sa plus grande valeur. Le théoréme permet d'affirmer l'existence, lorsque f est 
continue sur [a , b], des nombres т et M et f est une surjection de [a , b] sur [m, M] 
c'est-à-dire que : 

(elm ,MD G xel, bD f= 


15 


16 


Remarques. 


1. La condition : «f continue sur un segment » est une condition suffisante pour que l'image 
de ce segment soit un segment. Mais cette condition n'est pas nécessaire : l'image d'un 
segment peut être un segment sans que / soit continue. Donnons-en un exemple. 


Fig. 5 


Soit la fonction numérique / définie sur [— 1 , + 1] de la manière suivante : 


1. Pour tout entier диге non nul n 
1 x 
1() =0  sinestpair, 


DI — 1 sinestimpair. 


2. Pour tout entier naturel non nul n, f coincide sur [ 
ire f(x) = ax + D). 


= Jee une fonction affine 


(C'est 


3. La fonction f est paire sur [— 1 , + 1] (c'est-à-dire que pour tout x de [— 1, + П on 


a 7С х) = Јо). 


4. Enfin f0) = 0. 
П est impossible de dessiner toute la représentation graphique de la fonction f; 
cependant la figure 5 donne une idée de cette représentation graphique. Remarquons 
que, quel que soit x de [— 1, + Попа 
0</0)<1. 


ГА 


2 ^ 1 
a) Soit p un entier naturel + 0. Sur E 7 


p—i 
" ? A 1 
continue et strictement croissante de /[>—) = 0 à f (5—7 


1 donc 


t 2р) 2р—1 
ns zi] -en 


Soit I un intervalle (ouvert ou fermé) inclus dans [— 1 , + 1] mais contenant 
1 1 
|5 2р d 
1 1 1 1 
Б] à em 
c'est-à-dire 10,11 c f) 


Mais pour tout x de [—1,--1] fG)e[0,1] donc f(Dc[0,1] donc 
f® = 10,1. 


b) 


1 1 


Ainsi limage par f de tout segment [ 4l et de tout intervalle Y inclus dans 
2р 2р—1 


А 1 1 
[—1,--1] contenant ls 1] ТАЎ 


Cela est vrai en particulier si оп prend. I 


1 1 
2p'2p-1 

e 1 1 i A 
L'image du segment [- 51 est le segment [0,1] mais f n'est pas 


continue sur |- > 
2p 


] car elle n'est pas continue pour x = 0. En effet si 


оп prend 


AN (0 — h— D, 


оп peut trouver un entier naturel q tel que 0< у. < у —, «i il suffit de 


prendre 2g — 1j c'estä-dire TEE On peut alors appliquer le 


résultat а) où l'on remplace p par 4. L'image de tout intervalle 1 = ]— A, A 
(0 < й< 1) de centre O est donc [0,1]. Par suite f n'est pas continue pour 


x=0 ce. si par exemple J = F EI оп ne peut trouver I tel que f(D) C J. 


2. Si f est continue sur un segment l'image de ce segment est un segment. Mais l'image 
d'un intervalle ouvert par une fonction continue n'est pas nécessairement ouvert. Soit, 


par exemple, f: x + 


= 22, l'image par f de ]— 1, + I est (0, 1L. 


1. 7 FONCTION RÉCIPROQUE D'UNE FONCTION CONTINUE STRIC- 


TEMENT MONOTONE SUR UN SEGMENT 


а) Existence. 


Soit une fonction f continue, strictement croissante sur un segment [a , b]. L'image de 
(а, b] par f est un segment [m , M] = [/(а)›/(Ь)] (fig. 6). 


Fig. 6 


La fonction f (cf. $ 1. 6) est une surjection de [a, b] sur [ (a), f (b). Mais f étant stric- 
tement croissante sur (а, b], quels que soient x, et ху de [a, 5] on a 


X < xa o fo) fe 
xx, => f) > ЛО) 
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donc quels que soient ху et x, de [а, b] : 

MAX — f) E f Gg. 
ce qui exprime que f est injective. Donc f est une bijection de [a, В] sur [/(a), (b)] 
c'est-à-dire que l'équation f(x) = 3 (à donné quelconque de [/(a) , / (5), x cherché 
dans [a , Б) a une solution unique (fig. 6). La fonction f admet une fonction réciproque 


d) Représentation graphique. 


Soient T et Гү les représentations graphiques de fet f> dans un méme repère orthonormé. 
Soit M (x, у) un point quelconque du plan et М, (x; = >, уз = х), ces deux points sont 
symétriques par rapport à la droite d'équation у = x appelée première bissectrice du 
repére orthonormé (fig. 7). On peut écrire les équivalences suivantes : 


f? qui est une bijection de [f (a) "ut sur [а, b). {у= ЛО) sfa 
» Mer y— f {х= td 
< | xe la MT (у EO, 70) 
b) Sens de variation. Get 
Supposons toujours que / soit continue, strictement croissante sur {a, b]. Quels que ee 
soient y, et y, distincts de [f (a) , f (b), posons —— Mies 
x — f? 60) donc уу =f) 
| Xa=f > donc уз = fiel 


| le taux d'accroissement de f^ entre y, et y; est 


Théorème. 
Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un segment, les 
représentations graphiques de f et de sa fonction réciproque f~ dans un méme 
repàre orthonormé, sont symétriques par rapport à la premiére bissectrice 


Тре CE du repère. 
mn ЈО) ХО) 
qui est strictement positif puisque f est strictement croissante sur [a , b]. Donc f^! est . EXERCICES 
strictement croissante sur [/ (a) , f (b)]. 1. Soit la fonction f définie sur [0,7] par: 
| JO) = cos x. 
c) Continuité. Montrer que f admet une fonction réciproque f-1 définie sur [— 1, + 1]. Sens de 
Conformément au programme, nous admettrons que si f est continue strictement crois- variation et représentation graphique de ^ 
sante sur [a , à], sa fonction réciproque f- est continue sur [f (a) , f (6)]. 2. Mêmes questions avec la fonction f définie sur [ $3] par : 
Si f est continue, strictement décroissante sur [a , b], on démontre de méme que f est f(x) = sin x. 


une bijection de [a , В] sur [f (a) , f (b) et que f- est aussi strictement décroissante 
| sur [/ (а) , f (b)]. Nous admettrons encore que f~ est continue sur [/(a), f(b)]. On 
peut donc énoncer : 


Théorème. 
orème. — II. Limites 
| Si est une fonction continue et strictement monotone sur un segment [a , b], 


1. f est une bijection de [a , b] sur [f(a) , f(b)]. 


2. la fonction réciproque de / est une bijection continue et strictement monotone de 
{/(а) , f ()] sur [a ‚ b] et variant dans le méme sens que f. 


Г 


1. 8 CONTINUITÉ ET LIMITE EN UN POINT ——— — — — — — 


T. 2) Définitions. 


Nous appellerons intervalle pointé de centre хо toute partie de R de la forme 
=) — h, хо А (x) avec h > 0. 
ce qu'on peut noter encore 
Y = Jro — h , xol О}, Xo + Al- 
Cet ensemble n'est autre que l'ensemble des nombres réels x tels que 0 < | x — xo | < h. 


нет Soit f une fonction définie sur 1'. Supposons qu'il existe un nombre réel / tel que, « 0 
étant donné arbitraire, il existe 8/> 0 et pour tout x réel on ait : 

| а) о<|х—х|<8 — 170) —!|«« 
Së Soit g une fonction continue en xy c'est-à-dire que la fonction est définie sur un intervalle 
x ` x de centre x, et que, а > 0 étant donné arbitrairement, il existe 6 > 0 tel que pour tout 

> À x réel : 
Le Qo {х—%|<8 — |r @ — 8 (xo) | x 

| 18 19 


Nous voyons qu'une fonction possédant la propriété (2) est un cas particulier de fonc- 
tions possédant la propriété (1) car, on a, de plus 

1. g définie en x, 

2 gQ-—L 
Nous allons étudier le cas plus général de fonctions possédant la propriété (1). Traitons 


d'abord quelques exemples dans lesquels f posséde la propriété (1) et ой l'on cherchera g 
possédant la propriété (2). 


Exemple 1. Soit la fonction f : x i——- B définie sur R*, 
= d 
si x>0 /(ху=х 
si x<0 Ј/о)= 
et f n'est pas définie, donc n'est pas continue, pour 0. Sa représentation graphique 
est la réunion de deux demi-droites ouvertes d'origine O (fig. 8). 


Fig. 8 


Soit la fonction g coincid: 


avec f sur R* c'est-à-dire que si x 5&0, g(x) = /(). 
Supposons, de plus, que g (0) = 0. La fonction g est continue pour x = 0 car quel que 
soit e > 0 en prenant @ = а on a, pour tout x réel, l'implication (2) précédente : 


0) lx—0|<8 18 2 0) | < а. 
On peut aussi écrire, pour tout x réel, l'implication (1) précédente : 
а) 0о<|х—0|<8 = |/(ху—0|<а. 


On dit que la limite de f au point x, = 0 est 0. On dit aussi que g est un prolongement 
par continuité de f en xy — 0. 


Exemple 2. Soit la fonction f définie de la facon suivante sur R — {3} : 
si x«3 f@=x+1 
si x23. /0)=2(5— х) 


la fonction f n'est pas définie, donc n'est pas continue, pour x = 3. Sa représentation 
graphique est la réunion de deux demi-droites ouvertes (fig. 9). 


Fig. 9 


Soit la fonction g coincidant avec f sur R — (3), c'est-à-dire que si х 7 3, 
g (x) = f (x). Supposons, de plus, que g (3) = 4. Quel que soit « > 0, cherchons à avoir 
lge)—4| «s. 

Si x «3 опа |gG) —4|- |x- 1 —4|— |x — 3| 
Si x 23 ona |20) –4|= |205 — х) —4|716—2x 


2|x —3 |, en pre- 


nant ё = 5 nous aurons pour tout x réel : 


о) |В — le -8 O)| <a 
donc g est continue en ху = 3, et aussi pour tout x réel : 
a) 0< |x—3|« 8 |0) — 4| €. 


On dit que la limite de f'au point x, = 3 est 4. On dit aussi que g est un prolongement 
par continuité de f en x, = 3. 
2 Є 

- I définie sur R — (1). En 
remarquant que 23$— x— 1— (x — D) 0х 1), on peut écrire pour xl, 
Уо) = 2 x -- 1. La représentation graphique de f est une droite, le point (1,3) exclu. 
Soit la fonction g : x —> 2x -+ 1 définie sur IR, elle coincide avec f sur R — (1) 
et elle est continue pour хо = 1 (puisqu'une fonction polynôme est continue pour tout 
x réel (cf. $ 1.3). On dit, là encore, que la limite de f au point x= 1 est g(1) = 3 et 
que g est un prolongement par continuité de / en x, = 1. Plus généralement : 


Exemple 3. Soit la fonction f : х 


Définitions. 


Soit une fonction f définie sur un intervalle pointé I! de centre хо et définie ou non 
en Xs. Si l'on sait trouver une fonction g coincidant avec f sur l' et continue en xo, on 
dit que f admet une limite en хо qui est g (xo). Dans le cas où f n'est pas définie en xo, 
оп dit aussi que g est un prolongement par continuité de / en хо. 


On peut dire aussi, en tenant compte de la définition d'une fonction continue en un 
point : 


Une fonction / définie sur un intervalle pointé de centre хо admet une limite / au point хо 
si et seulement si, quel que soit l'intervalle J de centre /, il existe un intervalle pointé I^ 
de centre xo tel que /(!') С J- 
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Cette définition peut s'écrire à l’aide des quantificateurs : 
е S 
D (qae RS Већ) (хеј в, x+ Bi (а) 170) — I. 
йе également dire : f admet une limite / au point x, si et seulement si, étant donné 
arbitrairement « > 0, on peut trouver 8 >> 0 tel que pour tout x réel са ait E 
0о<]х—х|< = А 
us o| «8 —— Lët —1| <a. 
lim f— |. 
Lorsque f a une limit , 
imite en ху, on dit aussi que f end. i 
et on utilise également les notations ` ` RU eremi 
limf—1 , Бп) 


Б zt 


REMARQUES 


1. Observons bien cette définit Ў i 
Roservons bien cette définition et clle d'une fonction continue en un point. 
0O-|x—x| «B auliude |x 
* А =al <B e |у) – 1| < 
Win, E H Kal | < о. Ici la valeur de f en xy n'intervient pas. La diri A Тарн 
Сайтів ou non en лу. Si, par exemple, / t f prennent les mêmes valeurs en tout point 
NE Ux Jy Sentre Aw supposons qu'elles soient toutes deux définies en 
оа o) # fi (xo) ou bien que l'une d'elles soit défini ү 
si l'une de ces fonctions a une limite / en хь l'autre а [газ GE 
ans l'exemple 2 précédent, soit la fonction f définie sur R — {3} par : 0 


si x<3 
si x>3 


On а vu que la fonction g coincidant avec f 
d sur R — (3) et telle - 
prolongement par continuité de f en x, = 3 E 
: о = 3. On peut construire une infinité dr 
prolongements de fà R : soit la fonction f, colncidant avec sur R — {3 Go Ge 
fi (3) = А s* 4, f, n'est pas continue еп Xo mais on a encore : SH 


Jim f = limf = (3) =4. 


D 


Si l'on emploie l'expression « f tend soc 

: vers |, lorsque x tend 
les deux affirmations « f tend 7» et «lorsque x tend vers Zeen 
tions prises séparément n'a pas de signification. Улоу ine сд 


o 


ЇЇ résulte de la définition d’une li tion f est continue en x, si et seulemeni 
ine limite qu'une fonction: i 
Ra bs 4 
si elle а une limite en xy et si cette limite est. f (xy). S 


EXERCIOES 
Calculer lim f et trouver i 
d un prolongement par continuité en x, de la fonction f qui 
associe à tout nombre réel x le nombre suivant, quand il existe : 


а 
1. о) = 


а 
ха 


AD = 55.4 
2x—1 

3 fo) 502224 

n xl > X*»——1 (poser x = — 1 +4). 


b) Propriétés. 
Montrons que si f admet une limite / au point ху, cette limite est unique. Supposons qu'au 
point x, une fonction f ait deux limites distinctes / et 1, | — l' pour fixer les idées. 
Choisissons «0 de manière que les intervalles | — «æ, l+ af et y —«,l ol 


qon 
soient disjoints. Pour cela il suffit que /-- a < — а (resisti «<—у ) 


—— 

1-а La 

Le nombre а étant ainsi choisi, il existe un nombre @ strictement. positif tel que : 
0< |x—x|«8 =—> |760 —!| < «et il existe un nombre В' strictement positif 
tel que :0 < |x — xo | С — |f) — 1 | < а. Soit alors В" = inf (8, 8), pour 
tout x vérifiant 0 Is —xo| — 8" on aurait simultanément |f) — Г [<= et 


|f О) — l | < а c'est-à-dire encore 
I—««f(Q)«l-« e l—«cfQ)«rda 


ce qui est impossible puisque les intervalles H — « , -+ af et ' — «, l' + af sont dis- 
joints. Donc 


Si f admet une limite au point хо, cette limite est unique. 


Supposons que f admette en x, une limite / 32 0. Supposons par exemple / > 0, choisis- 
sons а tel que 0 а < l, alors on a 0 <1—a<1+a; il existe 8 > 0 tel que 
0c|x—xX|«8 —-0«1/—««f() «It a 


c'est-à-dire 
о<|х—х|<8 — И) > 0. 


EXERCICE 
Démontrer le méme résultat pour / < 0. 


Concluons : 


Si en хо la fonction f admet une /imite non nulle I, il existe un intervalle pointé I^ de 
centre xo, tel que pour tout x de 1", f (x) et / soient même de signe. 


©) Opérations sur les fonctions ayant une limite en un point. 
П résulte de la définition initiale que nous avons donnée de la limite en ип point que les 
résultats relatifs aux opérations sur les limites en x, sont des conséquences immédiates 


de ceux relatifs aux opérations sur les fonctions continues en xy. 
Soit, en effet, deux fonctions f et g définies sur un intervalle pointé I' de centre хо (si 
les intervalles pointés de centre x, sont différents, 1' est l'intersection de ces deux 


intervalles). 
Supposons que / et g aient des limites / et l'en хо c'est-à-dire que l'on sache trouver deux 


fonctions f, et gı coïncidant respectivement avec f et g sur T' et continues en хо. Опа 
I—f6e > 1 = Go. 
La somme f, + g, coïncide avec f + g sur 1' et f, + #1, somme de deux fonctions conti- 
nues en x, est continue en x, donc f + g a une limite en хо qui est 
fi Go + no = D T. 
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On démontre de méme les autres théorémes que nous énonçons : 


Théorèmes. 


1. Étant donnés deux fonctions / et g 

réel ^, les fonctions f + g, àf, fg ont une limite en x; et on a 
lim (f + g) = lim f + lim g 
БА MA 00 n 
lim Gi — — A (limz) 


lim (fg) = (limf) (lim g). 
E s 


| 2. Étant données deux fonctions / et 9 ayant chacune une limite en хо, 


la limite de g 


Pig e 
| étant non nulle, les fonctions g * g ont une limite en x, et on a 


4) Composition. 


| Soit / ипе fonction ayant une limite Геп x, et g une fonction continue en 1. La fonction f 
étant définie sur un intervalle pointé I' de centre ху, on sait trouver une fonction f, 
| coïncidant avec f sur 1' et continue en Xo. Les deux fonctions f, et g étant continues 
| respectivement en x, et en f, (xy) = /, la composée g o f, est aussi continue en x, 
| (cf. $ 1.2) la fonction g o f, coincide avec # o f sur un intervalle pointé de centre Xo, il en 
résulte que g o f a une limite en x, qui est 
| @ OA) (хо) = g Us Gell = e (D. 
On peut énoncer : 


Théorème. 


Si fa une limite /en xs et si g 
une limite en хо qui est g(/). 


| 


1. 9 EXTENSIONS DE LA NOTION DE LIMITE — — . 


est une fonction continue en / la fonction composée g o f а 


a) Limite à droite, limite à gauche, 


Exemple. Soit la fonction f 


A d définie sur R+, 


si x>0 /(у=2х+1 
x«0 уфу=2х—1. 


22+ |х] 
Ke 


La représentation graphique de f est la réunion de deux demi-droites ouvertes (fig. 10). 
Soit la fonction g : x |— 2x-F 1 définie sur [0 , --oo[, elle coincide avec f sur 
36, +-оо[ et elle est continue à droite en Xo = 0 (puisque la fonction affine : 
X07 2х + 1 est continue en tout point хо de R, elle est donc continue à droite 
еп xj. On dit que la limite de f à droite en x, = 0 est g (0) = 1. 


Fig. 10 


- i incide avec f 

— | définie sur ]—oo , 0], elle сої i f 
p д. = 0 (puisque la fonction affine : 
donc continue à gauche 


Soit la fonction gı : - 
ur }—оо‚0[ et elle est continue à gauche еп ху SEH 
d ES — 1 est continue en tout point ху de IR, el og ; 
+ de SG 
= эч). Оп dit que la limite de f à gauche en x, = 0 est gı 
0). 


Plus généralement : 


éfinition. Е " CH exis tel que / soit 
Sot une tenetan ii à dre de xo ctu die чей ni >. 0 11 аш La 
байге sur Do, хо + hL Si l'on sait trouver une fonction g таза арсаи 
ате Een droite en xo, on dit que f admet uno limite 

хо, хо 


qui est g(xo). 
HO ыг о = сз Mee qu © 


r cet énoncé par : | 
Ke de x, admet une limite / à droite au point x, (ou tend vers! 
Sos quel que soit l'intervalle J de centre /, 


і іе à droit 

Une fonction f définie à ite де EEN 

ind x tend vers x, à droite) si et seul , GE 
hen un intervalle I = ]хо, xo BL (@>0) tel que fM 


Cette définition peut s'écrire à l'aide des quantificateurs : 
(ace Rb Gee Rb (хеј, xo + BD ло) —1|<. 


e limite / à droite au point хо si et seulement si, 


On peut également dire : f admet un 8 > 0 tel que pour tout x réel on ait : 


тай ut trouver 
donné arbitrairement а > 0, on pei 

ie о<х—х<8 > |70) -I| <a 
On écrit : de rr 

жыЛ! ач 

Vous définirez de méme une limite / à gauche a х 

lentes analogues aux précédentes, par exemple : пак 

Hoen qBe RD qxelu—8,xD His 


sous l'une des quatre formes équiva- 


et on écrit А i -L 
=, limf@ 
ed H 
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REMARQUES 


1. On démontre que cette limite à droite (ou à gauche), quand elle existe, est unique (dans 
le raisonnement fait au $ 1.8 b sur l'unicité de la limite, remplacer. 0 < | х — x, | < B 
(оп 8' ou B") par Oc x—x «8 oupr —8-x—x—0. . 

2. Pour qu'une fonction admette une limite en un point il faut et il suffit qu'elle admette 
еп ce point des limites à droite et à gauche égales. 


b) La fonction f a pour limite / quand | x | tend vers +00. 


= > définie sur R — (3). On conçoit que si |x | 


Soit la fonction f : x — 


prend des valeurs « grandes », on peut « négliger » 1 au numérateur et — 3 au dénomi- 


nateur et la valeur de f est « voisine » de == = 2. Plus précisément pour tout « > 0 


cherchons à avoir 


а [EH 


-2|«« 


Or pour tout x de R опа 
а) fee» 


x—3 
ou encore 


1 7 
о = (х—эз>7 ou x-3<- 1). 


В E T ES " 
Pour avoir (1) il suffit que x > 3 + a °ч que x < 3— 2, cette dernière inégalité sera 


7 7 
vérifiée si x — — b + 2 l'est. Donc pour avoir (1) il suffit que | x | > 3 + Si On est 


alors conduit aux trois définitions suivantes : 


1. Soit une fonction f définie sur ]—oo , a[l U Jb, +оо[ (а € b). On dit que ѓа pour 
limite le nombre réel / (ou que f tend vers /) quand |х | tend vers +оо si et seule- 
ment si, quel que soit le nombre réel strictement positif x donné à l'avance, il est 
possible de trouver un nombre réel strictement positif B tel que pour tout nombre 
réel x on ait |> 8 = | f% —/|<а. 


De facon plus condensée : 
Mae RD GBERY (xel-oo ,—BLU P+D |70) – (les 


on écrit lim f= / ou encore lim f (x) = l. 
PES. SE 
H 
Exemple : inerte. 


lem X—3 

2. Soit une fonction f définie sur Je, --оо[. On dit que f a pour limite 1 quand x tend vers 
+оо si et seulement si on a 

Фе) GBe RP) (хе, оор 


lim f= / ou encore lim f(x) = L. 
eem eem 


1/69 — 1| c a. 
On écrit : 


EH 
Exemple : lim 


eem 


3. Soit une fonction f définie sur }—оо , al. On dit que f a pour limite 1 quand x tend vers 
—оо si et seulement si on а 


(qseRDGBeRD (xel-o,—8D |70) – 11 <. 
On écrit : limf—1! où  limfQ)—/. 
— SC 
Т] 
Exemple : lim 2 


„—_Хх—3 


REMARQUE 
On démontrera l'unicité de la limite en s'inspirant de la démonstration de $ 1.8 b. 


EXERCICE 


М ЕЕ $54 3, 
1. En appliquant la définition calculer lim 3 et lim "e 


€) La fonction |f| a pour limite +00 en un point хо. 


і i ilx— 
Soit la fonction f : x 1—— =; définie sur IR — (2). Si | x — 2 | est de plus en plus 


« petit », 
On voit que fy 2 im de plus en plus е grand э. 
Plus précisément pour tout « 0 on a pour tout x réel : 


1 


1 
0 «| nez mmm 


i і i f peut-être en x, de Ja , AL 
Plus généralement soit une fonction f définie sur Ja , bf, sau d а 
Rappelons que l'on appelle valeur absolue de f, que l'on note | | la fonction définie sur 
e méme ensemble que f et qui associe à x le nombre | f (x) |. Nous poserons la définition 
suivante : Soit une fonction f définie sur un intervalle pointé de centre xy. 


i i id vers +оо quand x tend 
On dit que |f | a pour limite +оо au point хо (ou que | f | ten d 
SES Mb quel que soit le nombre réel a > 0, il est possible de trou- 
ver un nombre réel 8 > O tel que pour tout nombre réel x on ait 


о<|х-%|<8 = |/(х)|> а. 


De facon plus condensée : 
(qa«eRDGBeRD(xebs — B xote (D — [/G]o = 
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On écrit lim |f | = Jee ou encore lim | f(x) | = +оо. 


On obtiendra quatre nouvelles définitions suivant les signes de x — x, et de f (x). Ainsi 
dans l'exemple précédent : 


1 
0<x=2<3 => 


On écrit lim f= +00. 
E 


De méme = 


On écrit lim f= 
2-2-0 
Exercices 
En appliquant les définitions, étudier : 


im S*+1 5х+1 
= еш М EE 
3, lim Es. 
sep E 
EtA 
4. -1-d). 
lim с=т (poser x — 1— № 


5. Étudier la limite def: x к—— $ (ne IN*) quand x tend vers 0. 


d) La fonction | /| a pour limite 4-00 quand | x | tend vers +00. 


Soit la fonction f: x » 


on voit que | х | est de plus en plus « grand ». 
Plus précisément pour tout x > 0 cherchons à avoir : 
[|> в; 

si | x | > 1, en multipliant les deux membres de cette dernière inégalité par | x | on a 
x? > | x | ; en multipliant les deux membres de cette dernière inégalité par | x | on a 
[|> ой |ә | Ix]. 
Soit alors @ = sup (1, а) on peut écrire pour tout nombre réel x : 

|х|>В |> а; 


+ x? définit sur Р. Si | x | est de plus en plus « grand », 


on dit que | / | a pour limite +00 quand | x | tend vers +00. 
Plus généralement : soit une fonction f définie sur ]—oo , a[ U ]b, +-co[ (a < b). 


On dit que | f | a pour limite +оо (ou que |f | tend vers +00) quand | x | tend vers 
+оо, si et seulement si, quel que soit le nombre réel x > 0, il est possible de trouver 
un nombre réel 8 > O tel que pour tout nombre réel x on ait : 


Ix I» 8 > 1400) |> =. 


1.10 OPÉRATIONS SUR LES LIMITES (EXTENSIONS) 


De façon plus condensée : 
(бепо авеР) (үхе]—-оо, – 8018,0 |76) |> = 
On écrit lim | f| = +-оо ou encore lim | f(x) | = +00. 
ez We 
On obtiendra quatre nouvelles définitions suivant les signes de x et de f (x). Ainsi dans 
l'exemple précédent : 
х>В ——> >а, 
on écrit lim f= +00. 
De méme x«—Bp—3«-—a 
On écrit lim f= 


EXERCICES 
En appliquant les définitions précédentes : 
6. Étudier lim (o — x + 1). 


7. Étudier la limite de f : x1——— x" (ne №) quand x tend vers +оо ou —oo. 


Les théorèmes relatifs aux opérations sur les limites en x, (cf. $ 1.8 c) s'appliquent en 
particulier lorsqu'il s'agit de limites à droite en хо ou de limites à gauche en xy. 

On démontre qu'ils s'appliquent encore dans le cas de fonctions ayant des limites quand 
x tend vers +00 ou —oo. 

Les autres théorémes sont donnés dans les tableaux suivants : 


Au point x, (ou à droite en x, ou âgauche en x) ou lorsque x tend vers +00 ou x tend 
vers —oo, 
I 


si f a pour limite : et si g a pour limite : alors + а pour limite : 


on ne peut conclure 


alors | fg | a pour limite : 


si |f| a pour limite: | etsi | g | a pour limite : 


1520 +оо +оо 
0 +оо 
+оо +оо +00 


on ne peut conclure 


| 
| 


д Е 1 Жн 
si | g | a pour limite : Mrs 7. pont fente c 


0 (voir remarque 1) 


+оо 


Des tableaux II et III on peut déduire les lignes 1, 3, 4 du tableau IV en remarquant 


do 1 
quoc fX; 


ТУ 


si |f| a pour limite: | et si | g | a pour limite: | alors H a pour limite : 


0 (voir remarque 1) Too 
о оп ne peut conclure 
Too 0 


1 (voir remarque 1) +оо 


+оо оп пе peut conclure 


REMARQUES 


1. Dans le tableau Ш ligne 1 et dans le tableau IV ligne 1 et ligne 4 quand / = 0, la | 
limite de g est 0, mais on suppose g (x) 0 sur un intervalle I contenant x, sauf 
peut-être en x, ou sur une demi-droite ja, kco[ quand x tend vers +00 ou sur une 
demi-droite ]—оо,а[ quand x tend vers —оо, afin que H et H soient définies sur 1 
sauf-peut être en x, ou sur Ja, +оо ou am ]—eo, al- 

sin x | 


Par exemple, soit g : x 1 pem définie sur R*, on a pour tout x # 0 
sin x 
зах 
<< 
et, puisque lim 1 0, on a lim 295-0 mais 
AE ы 


1 1 x 
psc Ez 

n'est pas définie pour x = kx (keZ) et pour tout x > 0 on ne pourra jamais 

trouver B > 0 tel que pour tout x réel : 


1 
Ш emen Ee ec 


(ег р ne sera pas définie pour х = k z, k étant un entier relatif tel que | k | > 2). 


{-оо, bien que lim | g | = 0. Nous sommes 
ee 


Donc on ne peut pas dire que lim +1 
s [el 


précisément dans le cas où il n'existe pas de demi-droite 1а, +-оо[ sur laquelle 
О) +0. 


2. Les théorèmes indiqués par les tableaux I, П, IV s'appliquent naturellement encore 
quand l'une des fonctions est une fonction constante non nulle, la limite de cette 
fonction étant la valeur de cette constante. 

3. Dans les tableaux П et Ш et IV nous avons mis, pour simplifier, des valeurs absolues. 

" F " x SS 1 
П restera à préciser, s'il y a lieu, le signe de la limite de fe, = et de A sur les exemples 
rencontrés. 


4. Dans certains cas nous avons mis « on ne peut conclure ». 
On étudiera les limites correspondant à ces cas sur les exemples rencontrés. 


Applications. 


Comme pour l'étude de la continuité (cf. § 1-3), pour étudier une limite, au lieu d'uti- 
liser les définitions, il est souvent plus simple d'utiliser les théorémes précédents. 


1. Soit la fonction polynôme f : xi———-* a, x" + a4 х" +... + ax + a définie 


sur R (лє N* et a, 72 0). Étudions lim f. 
Mee 


Pour tout x #0 on a 


pert 
fo) tz um) 
en appliquant les théorèmes précédents : 
M ret ve eren Vesper p o 
ime) m uim es) = m C) = 
et 
7 
li (1- TL + 1 
WAR + ах F T 


par suite quand | x | tend vers +00, f(x) a même limite que a, х". On peut énoncer : 


Quand | x | tend vers +оо, toute fonction polynôme de la variable réelle x a même 
limite que son terme de plus haut degré. 


Ainsi: lim (2х5 +œ — 1) = lim (2x5) = +оо. 


zem eem 
lim (2 х5 + х — 1) = lim (2 х5) = —00. 
an ze 


2. Soit une fonction rationnelle de la variable réelle x, c'est-à-dire le quotient de deux 
fonctions polynómes de la variable réelle x : 
T ах" + ana d sss + GX + 
Ce bx? F DT Eos EECH 


(a, 5 0, b, 0) définie pour tout nombre réel x n'annulant pas le dénominateur. 


Étudions lim f. Pour tout x Æ 0 on a 
inm 


sel + än e) 


ах" 


Јо) = 


b. 5 b, 
bos (1 dub Sr tg nS 
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qui peut se mettre sous la forme : 
aux" 
Јо) = bye ga), 


g (x) tendant vers 1 quand | x | tend vers +00. Par suite quand | x | tend vers +00 
e SES ax" 
76) a méme limite que Aer On peut énoncer : 


Quand | x | tend vers +-оо, une fonction rationnelle de la variable réelle x a même limite 
que le quotient des termes de plus haut degré du numérateur et du dénominateur. 


Ainsi 


im (2x9) 


itin E y ? E) 
bie |X? + 2х + 3 Be 


cette limite est +00 quand x tend vers 4-оо, —оо quand x tend vers —оо. 
GEZEI х? 1 1 
li —————|- ш | li zl ss 
е (т) mum (5) = im () =5 


И 3x+1 ES EI 
di (бс Bde 


EXEROICES 


Étudier les limites, dans les cas indiqués, des fonctions qui associent au nombre x 
le nombre suivant quand il existe : 


4 
arar 0 quand х tend vers 2, vers — 5, vers +00, vers —oo. 


4 
x 
85-27 
3 


gj quand x tend vers 2, vers — 5, vers +оо, vers —оо. 


Dco I edle e 


эў), quand x tend vers 2, vers +оо, vers —oo. 


1 ax 


GG qao pe quand x tend vers 1 (discuter suivant la valeur de а). 


» quand x tend vers 1 (discuter suivant la valeur de а). 


a 
=i 


1.11 FONCTION RÉCIPROQUE D'UNE FONCTION CONTINUE STRIC- 
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TEMENT MONOTONE (EXTENSIONS) 


Il existe diverses extensions du théorème donné au $ 1.6 b et faisant intervenir les exten- 
sions de la notion de limite. Nous ne donnerons que les extensions qui seront utilisées 
dans la suite de ce cours et que nous admettrons : 


1. Si f est une fonction continue et strictement croissante sur [a , -Еоо[ et si lim f = +00, 
zem 


alors f est une bijection de [a , --oo[ sur [f (a), +-ol et sa fonction réciproque est une 
bijection continue et strictement croissante de [f (a) , +-оо[ sur [a , --oe[. 


2. Si f est une fonction continue et strictement croissante sur R, si lim f= —oo et si 


lim f= -Еоо, alors f est une bijection de IR sur IR et sa fonction réciproque est une 
zem 


bijection continue et strictement croissante de R sur R. 
3. Si f est une fonction continue et strictement croissante sur Ja , +-cof, si lim f= —oo et 
zm 
si lim f= +0, alors f est une bijection de Ја, 4-оо[ sur ]—oo , --оо[ et sa fonction 


Een 
réciproque est une bijection continue et strictement croissante de ]—oo, --oo[ sur 


Ја, +ool. 
4. Si f est une fonction continue et strictement décroissante sur Ja , +00], si lim f= +00 
азан 
et si lim f= —оо, alors f est une bijection de Ja , +-оо[ sur ]—oe , --oe[ et sa fonction 


par 
réciproque est une bijection continue et strictement décroissante de ]—оо , +-co[ sur 


la, +ool. 


1. 12 FONCTION : x 1— х" (neZ) 


Étudions la fonction numérique de la variable réelle f : x 1— x", n étant un entier 
relatif donné. 


a) Étude du cas ой л est un entier strictement positif. 


Domaine de définition et continuité. La fonction f est définie sur IR. La fonction iden- 
tique : x r- x est continue pour tout x réel et la fonction f, qui est le produit de n 
fonctions égales à la fonction identique, est aussi continue pour tout x réel (cf. $ 1-3, 
applications). 


Sens de variation. Si n est pair, nous avons : 


(qxeR) (х) = 0) 


la fonction est ра! 


Si n est impair, nous avons : 
(xe) f(-2—-—f0 
la fonction est impaire. Nous étudierons donc le sens de variation de f sur [0 , --oo[ 


Si n > 1, quels que soient ху > 0 et x, > 0, on peut écrire : 
фр = ба — x) о + xp o xg? дүз!) 

et si n > 1, quels que soient x, > 0 et x, > 0 distincts, le taux d'accroissement de f 

entre x, et x, est : 
EE 
м—җ 

donc f est strictement croissante sur [0 , +-оо[. 

Si n = 1, la fonction : x 1——+ x est aussi strictement croissante sur [0 , --oo[. 


= + Га +... E E 


Étude des limites : lim x" = lim (х.х.....х) 
ta meto 
= (lim x) (lim x) ... (lim x) 
te se 2+0 
= +оо 
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Tableau de variation. Nous avons donc : 
x |0 +оо 
f@I0 x +оо 
Représentation graphique. Si n est pair, la fonction est paire donc la représentation gra- 
phique de f dans un repère orthogonal (x'x, y'y) admet у'у pour axe de symétrie. Si n 
est impair, la fonction est impaire donc la représentation graphique de f admet l'origine 


du repère pour centre de symétrie. 
Nous avons indiqué (fig. 11) les représentations graphiques des fonctions : 


Fig. 11 


b) Étude du cas ой n est un entier strictement négatif. 


Domaine de définition et continuité. Rappelons que si х + 0 et si n est un entier stric- 


d : GE SN 
tement négatif, on peut écrire : x" = =; = ор en posant # = — n. 
L'étude de f : x i=—+ x" se déduit donc de l'étude deg: х + x"' qui est 
une fonction correspondant au cas а) puisque л' = — nest un entier strictement positif. 


" 1 В 
La fonction g est définie et continue pour tout x donc son inverse f = Flos définie et 
continue pour tout x 5 0. 


Sens de variation. Comme dans le cas a), la fonction fest paire ou impaire suivant que л est 
pair ou impair. Nous étudierons donc le sens de variation de f sur ]0 , +-col. 


1.13 FONCTION: x: 


D'une facon générale, si f est une fonction non nulle, définie, de signe constant sur un 
intervalle I et si g est son inverse sur I, soit x, et x, deux nombres quelconques distincts 
appartenant à I 
1 1 
LG) — Јо) go) во) d 


Dë E 


gx) — Sta 
куку) ep 
comme g (ху) g (ху) > 0, les taux d'accroissement des deux fonctions f et g sont de signes 


à e " TUN ^ 5 
contraires. Par suite : deux fonctions f et f varient en sens contraires sur tout intervalle où 


elles sont définies et oà elles ont un signe constant. 

Appliquons ce théorème à la fonction f étudiée. Puisque g est positive sans s'annuler 
et strictement croissante sur JO, +, son inverse est strictement décroissante sur 
10, +f. 


Étude des limites. lim x^ — lim E 
än лофе 


lim х" = lim d, +оо. 


Lee 
Tableau de variation. Nous avons donc 

x |o +оо 

у Кр 


Représentation graphique. Nous avons indiqué (fig. 11) les représentations graphiques 
des fonctions : 


хь 


y-xi- 


|= Sir 


х y-x'-u 


notons que les axes de coordonnées sont des asymptotes pour chacune de ces courbes. 
€) Étude du cas où n — 


On sait que, si x 920, x?— 1 donc la fonction f : x 1— х0 = 1 est définie et 
continue sur "7" et sa représentation graphique (fig. 11) est une droite parallèle à x'x, 
à l'exclusion du point A (0, 1). 


Remarque. Toutes les courbes obtenues, pour les différentes valeurs de л prises dans Z, 
passent par le point fixe B (1, 1). 

Le nombre a” (n € Z), quand il existe, s'appelle la puissance entière de a d'exposant n. 
Nous allons donner une extension du symbole а" au cas ой l'exposant est un nombre 
rationnel (cf. $ 1.14). 


Vx (neW*; xem.) 


а) Étude de la fonction. 


Revenons au cas (cf. $ 1.12 a) ой n est un entier strictement positif et supposons x > 0, 
on a vu que la fonction f : x + х" est continue et strictement croissante sur 
[0 , +оо[ et lim f= +00. 

etm 
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Donc (cf. $ 1.11) la fonction f est une bijection de [0 , --оо[ sur [/ (0) , +oo[ = [0 ,+oo[ 
et sa fonction réciproque f! est une bijection continue et strictement croissante de 
[0 ,+cof sur [0 , -I-oo[ c'est-à-dire encore de R, sur R.. 

L'image unique du nombre réel x > 0 par f- s'appelle la racine n*7* positive ou nulle 
du nombre positif ou nul x. Cette image se note V/x et ona f>: xi——» A/x définie 
sur IR. Le symbole У s'appelle un radical, l'entier strictement positif n s'appelle 
l'indice du radical, Si l'indice du radical est n = 2, on convient de пе pas l'écrire (pour 
tout x > 0 on écrit ух au lieu de 4/3) et on dit « racine carrée » au lieu de « racine 
deuxième ». Pour n = 3, on dit « racine cubique » au lieu de « racine troisième ». 
Puisque f: x: x" est une bijection de IR, sur P, l'équation x" = a (a donné 
dans IR, x cherché dans Г.) admet une solution unique qui est x = A/a. Nous avons 
donc Lie = a. 


On peut aussi écrir 


His geb у= х а хут 
Dans un méme repère orthonormé, la représentation graphique (fig. 12) de 

зї ae у= Vx 
se déduira de la représentation graphique de f : x — y = x" par symétrie par 
rapport à la première bissectrice du repère (cf. $ 1.7 d). Notons que pour n= 1 on a 
у=х= Vx. 


АУ y=x" (nentier21) ^ 
79979 


Fig. 12 


REMARQUES 


1. Si n est un entier strictement positif impair, la fonction f : x +———= x" définie sur IR 
est continue et strictement croissante sur R, lim f = —оо, lim f = +00 donc 


(cf. $ 1.11) fest bijection de R sur IR et elle admet une fonction réciproque f”* qui est 
une bijection continué et strictement croissante de IR. sur IR. Dans un méme repère 
orthonormé, la représentation graphique T, de f-? : x —= y=f(x) se 
déduit de celle T de f : x rn у = х^ par symétrie par rapport à la première 
bissectrice du repére (fig. 13). 


Fig. 13 


Mais si n est un entier strictement positif pair, la fonction f: xi— x" n'est 
pas strictement monotone sur F ele Гей seulement sur Е, (ou seulement sur P.) 

ans tous les cas (л pair ou impair) la fonction f: xi——— x^ es ijection 
de R, sur IR, et l'équation Seer Roe 
а) GER 
(a donné dans IR, x cherché dans 1А.) 


admet une solution unique que nous avons notée 


Le symbole {/а n'a de sens et représente un nombre 
le cas où ne N* et où ae R, esse 
Ainsi quel que soit le nombre réel a, le symbole 4/45 a un sens puisque a? > 0 et on 
peut écrire ve = |a |. 
Autrement dit : 

si a>0 Va=a 

si a<0 у= a. 

2. On appelle racine n°” réelle du nombre réel i is 
leiba. a toute solution, quand elle existe, 
a EH 
(n entier donné strictement positif, а nombre réel d chere 
Е асе оппё, x nombre réel cherché). 
Si x existe, | x|" = |a| donc |х| = V/[al. 

Si n est pair, si a > 0 nécessairement x = Ÿ/a ou х= — Ÿ/a. 

On vérifie que ces deux nombres sont bien solutions de (1); si а < 0 comme o > 0 
оп ne peut avoir x" = а et (1) n'a pas de solutions. 

Si к impai et a sont nécessairement de méme signe. Si a > 0 nécessairement 
x- VA Оп vérifie que ce nombre est bien solution de (1). Si a — 0 nécessairement 


BEE 


On vérifie que ce nombre est bien solution de (1). 


En résumé : 
прас |920 2solutions : Va et — {a (confondues si a = 0) 
a<0  Osolution 
nimpair | ^79 1 solution: Ÿ/a 
а<0 Isolution: — ў 
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EXERCICES 


1. Simplifier 


ion f: xi1—— xt— 2x--2 définie sur D, +oo[ admet 
2. Montrer que la fonction f : х ! x - ir 
une fonction réciproque f^! (on étudiera le sens de variation de f, en mettant le trinôme 
x? — 2x + 2 sous sa forme canonique). Calculer у = f-t (х). Représenter graphi 
quement f et f-1 dans un même repère orthonormé. 


b) Opérations sur les radicaux. 
Quels que soient les entiers strictement positifs п et p et les nombres réels a > 0 et b > 0 
démontrons les formules : 


[m Va= Ve 
о Уа = Va 
ia as = Va 


Nous utiliserons, pour cela, les formules connues sur les puissances entières. Pour démon- 
trer (1) ou (2), remarquons que l'application de R, dan R}: x+ + x"? est 
bijective, il suffit donc de montrer que les puissances d'exposant np des deux membres 


de (1) ou de (2) sont égales : 
(a = (VVP = a" 
(V/as" = a» ` donc (1) est vérifiée. 
GATA = VIDT = 8 — « 
(V/ay" =a donc (2) est vérifiée. 


De méme, l'application de R, dans R, : х 1— x" étant bijective, (3) sera vérifiée 
si les puissances d'exposant п des deux membres de (3) sont égales : 


QUaV/by = (Va) (OR = ab 
(A/aby = ab donc (3) est vérifiée. 


a, sont des nombres positifs ou nuls, on démontre de 


Plus généralement si ai, а, ..- 


méme que : 
Cato 


en particulier, si а = а=. 


Eeer 


donc quels que soient les entiers strictement positifs п et p et le nombre réel a >0, 


ei Ga" = Ae 


si, quels que soient les entiers strictement positifs п et р et les nombres 


Nous avons aus 
réels a > 0 et b > 0 : 


(5) 


(calculer les puissances d'exposant п des deux membres). 


EXERCICES 


3. Comparer 4/4, 4/7, Ÿ9 (On cherchera à simplifier, s'il y а lieu, les radicaux et 
оп les transformera de manière qu'ils aient le méme indice). 
4. Simplifier : 
VV3 24/8 — V7 
Vivi 
V128 


5. Simplifier : 
V4 34 V9 và 
М2 (1x4 — 1-43) 
(On remarquera que les nombres figurant sous les radicaux 
cubes ou des carrés simples.) 


ou А sont des 


c) Continuité et limites de fonctions contenant des radicaux. 


Soit Lun intervalle ouvert ou fermé, à droite ou à gauche, ou une demi-droite ouverte ou 
fermée ou encore ]— oo , --oe[. Supposons que f soit une fonction définie sur I et telle 
que f(x) > 0 sur I. 


La fonction 4// définie sur I est la fonction qui associe à tout x de I le nombre 5/7 0). 
Ona Ten f(x)  définiesurl (ауес f(x) > 0 sur D) 
gixo—— A/x — définiesur R, 
gofix 1 A/f(X) définie sur I 


donc 4/f — е o f; on sait que g est continue sur IR, on peut donc, en utilisant les 
théorèmes du $ 1-2 et du § 1-8 d, énoncer : 


1. Si f est continue en x, de I, la composée g o f — 4/f est continue en ху. 
2. Si fa une limite L = 0 en x; de I, la composée g of = V/fa pour limite g (1) = {Теп xy. 


On étendra ces résultats aux cas où il y a continuité ou limite de fà droite ou à gauche 
en x, ou quand x tend vers +00 ou —оо. 
On démontre également que : 


3. Si f'a pour limite +00 (dans les conditions précédentes), 4/f a pour limite -+00 (dans les 
mémes conditions). 

Exemples. 

- Soit les fonctions numériques de la variable réelle 
у: xm Dë D AN 
ME х VG=DG-2 

f est définie sur IR mais 4/f n'est définie que si (x — 1) (x — 2) > 0 c'est-à-dire sur 
1—оо, IJU [2, Ze, La fonction f est continue pour tout x réel et en particulier elle 


est continue sur les demi-droites ]—оо, 1]et [2 , --oo[ donc 4/fest continue sur ]—co , 1] 
et sur [2, +oof. 


2. Soitf: x — — 4/33 3- 2x + 2 + 2x. Étudions lim f. Le discriminant de x? + 2 x+ 2 


kiote 
est négatif donc ce trinóme est toujours du signe du coefficient de x? qui est 1. 
Donc x? + 2 x + 2 > 0 pour tout x réel et f est définie pour tout x réel. 
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a) feier 2 x + 2) = lim (8) — + оо 
arte Lar 
lim үх? 2x--2— +00 


donc lim f(x) = + 
zh 


b) On a de méme lim véi + 2x +2 = +00 mais lim 2 x = —оо. 


On ne peut donc conclure pour la somme f (x). Opérons comme pour l'étude des limites 
de fonctions polynómes et de fonctions rationnelles (cf. $ 1.10) 


F1 
DEE 


donc la limite du produit est lim f (x) = 


з. Soit f: x ——5 VAT 2х 2+ x. Étudions lim f. 


Comme dans l'exemple 2, f est défini pour tout x. 
a) En raisonnant comme dans le cas a) précédent, on trouve lim / (x) = +00. 
b) On ne peut procéder comme dans le cas a) pour avoir lim. п/саг! lim үл? 2х +2 = +00 


mais lim x = —оо et on ne peut conclure pour la limite de la somme Го). 


Оп пе peut procéder, non plus, comme dans le саз Б) précédent саг оп arrive à 


лю = x(- ) 
lim LA: + 24241) -o et C Eis 


et on ne peut conclure pour la limite du produit f (x). П nous faut donc chercher une autre 
méthode. Pour x < 0 on peut écrire : 


EE CLE, 
10 D DEER Ме+?х+2—х 
Јо) = 
S 
2. 
lim (2+2) =2 * sim (- 4/ x 
aü lim f) = 


ExERCIOES 
Étudier les limites suivantes : 
6. Jim (М 2х — 3 + mx) (discuter suivant les valeurs réelles du paramètre m). 
[res 
Vxx1-1 
E 


7. lim *—1— — 


20 x 
e 
&lmVXti—i 


20 x-1—1 
e — b? = (a — b) + ab + E). 


(pour le numérateur on utilisera l'identité remarquable 


1. 14 PUISSANCES RATIONNELLES D'UN NOMBRE RÉEL STRICTE- 
MENT POSITIF 


Certains résultats qui suivent, s'étendent aux puissances rationnelles d'un nombre réel a 
nul : le lecteur s'en assurera. Nous supposerons, pour simplifier, a > 0. 


а) Définition de o (r € Q; a > 0). 


Sir est un rationnel strictement positif dont deux représentants sont ar 4, D^, ' appa- 


tenant à ЇЧ*, on a pd' = p'q. Soit a > 0 donné, comparons 

а= Va et a = Var 

sem = (уат) — (V/I) = (any = are 

«ч = et = [Q/an)"] = (а”у = are 
comme pg' = p'q, nous avons am = «'# et comme l'application de IR, dans IR, : 
х›——*—+ x% est bijective, nous avons ж = „а' c'est-à-dire ү/а? = 4/a". Concluons : 


Si a 0 et si À est un représentant d'un rationnel ғ > 0, p et 4 appartenant à IN*, le 
а>. PS А р 
nombre 4//a? est indépendant du représentant z de r. 


= Н 
Nous écrirons le nombre ү/а? sous la forme а ou a". L'écriture а" montre bien que ce 
nombre est indépendant du représentant de r, mais elle se justifie aussi par le fait que, 


^ (cf. $ 1.13 a). Une. 


lorsque г = n (n € IN), un représentant de n est 1 et on a 4/4 


autre justification sera donnée au sous-paragraphe 6) qui suit. 


Si r est un rationnel strictement négatif. Soit a > 0 donné, comme pour les exposants 


: Я 1 
entiers négatifs nous poserons o = = 
Si = 0. Par définition, si а 0, a? = 1 (cf. $ 1.12 с). 

Donc le symbole а", où a est un nombre réel strictement positif, est défini pour tous 
nombre rationnel ғ. Ce nombre a” s'appelle la puissance rationnelle de a d'exposant г. 


4l 
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b) Formules. 


Nous allons donner une extension des formules connues relatives aux puissances entières. 
On démontre que, quels que soient les exposants rationnels ғ et z’ et les nombres réels 
a>0etb>0, ona 


(D ara" em @ (= ao 
О @уч=г" 

а 7 а 
QU >=” 9 ( ra 


Démontrons la formule (1). 
Sir > Det > 0. Soit pan deux représentants de r etr', p,q, p', d' appartenant à ЇЧ* 
рр 132. ge? 
аа" = Х/а*А/а” = Yaw аға 
= шен» 
mp 
= d 


242 
=d" 


donc 


Sir<Oetr <0. 
1 


Ona 


Si r et v! sont de signes contraires. Supposons, par exemple, r > 0 et r’ < 0 (le cas r <0 
et r' > 0 est analogue). Soit A un représentant de r et == un représentant de r’, p, 4, 
p', d appartenant à ЇЧ*. 


H 


d 
da "= e 
а? 


Nous avons 3 саз: 


] KE 

BECH ara 
Я w/m т 
dad < pa, ат = 


dng = p'a, 


2 pop 
donc dans les trois cas а? = а « c'est-à-dire а" а" gr, 


Sir-0our = 0 опа а" = 1 ou а" = 1 еі епсоге ата" = ат" 


А titre d'exercices, vous démontrerez les autres formules. On remarquera que (3) se 


déduit de (1) car z = a™ et que (5) se déduit de (4) en écrivant 


oe _ deeg КА куз Dee 
GJ - EE 


EXEROIOES 


1. Simplifier en utilisant des exposants rationnels : 


va ўв 


2. Soit а> 0 et 520. Simplifier : 


Le dl, (os + a 


pour quelles valeurs de a et b, cette dernière expression n'est-elle pas définie? 


EXERCICES 


Définition de la continuité et de la limite en un point : ex. 1-2-28-29. 
Opérations sur les fonctions continues : ex. 3-4-5-6-29. 

Opérations sur les limites (extensions) : ex. 7 à 17. 

Radicaux : ex. 18 à 27-30. 


1.1 Étudier la continuité de la fonction f définie sur IR. par : 


si x est rationnel Жы 
si x n'est pas rationnel x ,— 0. 


1.2 Étudier la continuité de la fonction f définie sur Б. par : 


si x est rationnel x -x 
si x n'est pas rationnel x — 1 


x. 


1.3 On désigne par € (D, IR) l'ensemble des fonctions continues sur D = [0 , 2]. On sait que cet 


e:semble, muni de l'addition et de la multiplication des fonctions numériques, а une structure 


d'anneau commutatif unitaire. 


a) Étudier la continuité et faire la représentation graphique de la fonction f définie par : 


sixe[0,1] f(x) —0 
sixe],2] Ло) = x—1. 
5) Étudier la continuité et faire la représentation graphique de la fonction g définie par : 


sixe[0,1] sta 
deelt, 3 eG) 


€) Quel est le produit fg? Qu'en concluez-vous? 
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14 E (x) désignant la partie entière de x, soit la fonction f : x ›— (— 1) [x — E Gol 
définie sur R. 


a) Montrer que 


Weem fe-2-/0. 
Que peut-on dire des points M (x, f (9) et M' (x + 2, f(x + 2)? 


1.18 Soit la fonction de la variable réelle 


b) Étudier la continuité et faire la représentation graphique de f: іх Va 2 Va + VxaiVx-i. 
E Pour quelles valeurs de x est-elle définie? 
15 E (x) désignant la partie entière de x, soit la fonction f : x 1— E (x) + [x — E if définie тозае du Cou 
sur R. 
a) Montrer que : (xeR) л) =) +1. 1.19 Résoudre dans R : 


Que peut-on dire des points M (х, f (x) et M’ (œ+ 1, f(x + D)? Ate MT 
b) Étudier la continuité et faire la représentation graphique de f. 


Vi- 


Examiner si les fonctions f suivantes ont une limite et calculer cette limite quand elle existe (ex. 20 


14 Soit la fonction f : x t——— E (x) + V/x — E Q) définie sur IR , E (x) étant la partie entière а27). 
de x. 
а) Montrer que : rei f +10) = 0) 1. 
Y 120 f(x) = quand x tend vers 1? quand x tend vers +00? 
Que peut-on dire des points M (x, f(x) et M' (x + 1, f(x + D)? 
b) Étudier la continuité et faire la représentation graphique de f. Jari 
1.21 f(x) = VE 77 — quand x tend vers +00 ou —оо? 
17 Soit la fonction f de la variable réelle x : х 1— 235 x + 1+ f (ae R). SEET 
х 122 70) = Y quand x tend vers 0? quand х tend vers +00? 
a) Étudier la limite de f quand | x | tend vers +00. Vx+1-1 


b) Étudier la limite de f quand x tend vers 0 (discuter suivant a). 4 
13 fœ = Ў V 


4 
rent Y Ух quand x tend vers 4-00? 
(discuter suivant a, b, c, d s'il y a еле 


a " 
18 Mêmes questions avec f : x »——— EORR 
lieu). 124 f(x) = Ух? + 5x + 1 + ах + b quand x tend vers +00 ou —оо? 

Е (discuter suivant les valeurs des paramétres réels a et б). 
х=1 


19 Soit la fonction fde la variable réelle x : х—— 
125 f(x) = x° + x + 1 + mx quand x tend vers +00? 


a) Étudier la limite de f quand | x | tend vers +00. (discuter suivant les valeurs du paramètre réel m). 


b) Étudier la limite de f au point 1 (discuter suivant a et b). 
©) Peut-on trouver un prolongement de f par continuité au point 1? Le Va perde АЙП май хш es 69? 
е (discuter suivant les valeurs des paramètres réels a, b, c, т). 


x —6x4 


1.10 Soit la fonction f de la variable réelle x : x —— —* 


ym 
Stii 
a) Étudier la limite de f quand | x | tend vers +00. 12/60) = Y quand x tend vers 0? quand x tend vers +00? 
2 v3 «1-1 
b) Étudier la limite de f au point 1, au point 5. 
с) Peut-on trouver un prolongement de f par continuité au point 1? au point 5? " 
Étudier les limites suivantes (ex. 11 à 17). 1.28 a) En écrivant a = (a — b) + b, démontrer que : 
a|—|5|la— 
085, 142 lim SEX, 3 Катера еы 
UE fe? En écrivant de méme b = (b — а) + a, démontrer que : 
151—1а1< 12—61 
143 lim 28 X + sin x En déduire que, quels que soient les nombres réels a et b, 
E 
а= 15i la- 61 
145 0 2x b) Démontrer que si f est une fonction continue au point ху, | f | est continue au point xy. 


ie VÀ — cos x 


d Démontrer que si f а une limite / au point xy, | f | admet pour limite | / | au point xy. 
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129 On appelle distance définie sur un ensemble E toute application d de E х E dans R, telle que, 
quels que soient x, y, z de E : 
d(x, y) = 0 <= x 
d(x, y) = d (y, x) 
d(x, y) < d (x, z) + d (z, у). 
Le couple (E, d) s'appelle un espace métrique. Le nombre d (x, y) est la distance des éléments 
x et y de E. On appelle boule ouverte de centre x, et de rayon A (h > 0) l'ensemble des éléments 
x de E tels que d (xy, x) < h. On dit qu'une application f d'un espace métrique (E, d) dans un 
espace métrique (E', d") est continue au point x, de E si et seulement si quelle que soit la boule 
ouverte JY de centre f (xy) dans Е’, il existe une boule ouverte де centre x, dans E telle que 
GE 
19 Écrire la définition de la continuité précédente à l'aide дез quantificateurs et d'une implication. 
2 Soit f une application de (E, d) dans (E, d") continue en х de E, g une application de (Е', d^) 
dans (E”, d") continue en f (x) de E’. Démontrer que la composée g o f est une application de 
(E, d) dans (E", d") continue еп ху. 
3» Montrer que l'application è de IR. х IR dans IR, telle que, quels que soient x et y de R : 
56,5 —Ix—»l 


У 


est une distance définie sur IR. Nous supposerons, dans ce qui suit, que IR est muni de cette 
distance. $ 
Montrer que les applications dy, ds, d; de IR? х IR? dans IR, telles que, quels que soient 


x = (x) et y = On, у) de R? : 
di (x, y) = |x = yi 1 аа е] 
da (x, у) = sup (| xı — 5l E — ж) 
4, у) = Vr — + Оз а), 


sont des distances définies sur R?. 
Montrer que, quels que soient x 


Qu X) et y = Ол, y) de R! ona 
14 6, € de 6 ) < d х, 3) < d G9 


En déduire que l'application identique de Rê, muni de l'une quelconque des distances d, ou d, 
ou dy, dans №, muni de l'une quelconque de ces distances, est continue en tout point x de Rè. 
Nous supposerons, dans ce qui suit, que ÎR? est muni de l'une de ces trois distances. 

4» Montrer que les applications de IR? dans R : 


(кь x) t 


Le Xa) + 


xb 


+ хз 
sont continues en tout point x de Rè. 
Si et g sont deux applications de l'espace métrique (E, d) dans IR continues en x, de E, mon- 
trer que l'application de (E, d) dans Di: 
x ,— (70), 0) 

est continue en xo. 
En utilisant les schémas suivants, À étant une constante réelle : 

B —R&—R 

x ———9 (G9, 8 (к) À— /0) + 869) 

x i——5 (Gg Оў —— Го) в (0 

XI Ф700) 1—70) 
et en utilisant les résultats précédents, montrer que d f et g sont deux applications de l'espace 
métrique (E, d) dans R continues en x, de E et si à est une constante réelle, les applications 
f+ fe, M de (E, d) dans R sont continues en xy. 
5» Montrer que l'application de R* dans R : 


XL est continue pour tout x de R°. 


x 
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Soit g une application de l'espace métrique (E, d) dans R, soit E" l'ensemble des points de E 
pour lesquels g пе s'annule pas. En utilisant le schéma suivant : 


Е — R — R 


гос 


ms £g) 


et en utilisant les résultats précédents, montrer que si f et g sont deux applications de (E, d) 
D 


3 À 1 ES 
dans IR continues en x, de E et si е (x) 0, alors + et sont aussi continues en xy. 


19 Soit р et q deux entiers naturels premiers entre eux. Montrer qu'on ne peut avoir p* = 2 4%. 
En déduire que le nombre x, = 4/2 ne реш être rationnel, 

2° Les nombres a, b, c étant rationnels, on considère les équations : 

(1) ах? + х+с=0 

о #—2=0 

d'inconnue x réelle. 


En multipliant (1) et (2) par des coefficients convenables et en additionnant membre à membre, 
montrer que si хо est une racine commune aux équations (1) et (2), x, est aussi racine de : 


o bxt + сх + 2a = 0. 

Montrer de même, à l'aide de (1) et (3), que cette racine commune serait aussi racine de : 

% Ф — ac) x + be —2# =0. 

Si? — ac 0, en déduire que les équations (1) et (2) ne peuvent avoir de racine réelle commune, 


3 Si b? — ac = 0 etsi x, = {/ est une racine commune à (1) et (2), montrer que le discri- 
minant de (1) est égal à — 30? et que, par suite, b = 0. En déduire alors que а = c = 0. 


4^ Montrer que, a, b, c étant des nombres rationnels quelconques, on a 
аа +Ьь Le D <> a 


5° Soit E l'ensemble des nombres de la forme а Ÿ/4 + {/2 + с où a, b, с sont des nombres 
rationnels quelconques. L'addition notée + et la multiplication notée X des nombres de E sont 
celles des nombres réels, la multiplication externe notée . est celle d'un nombre de E par un 
nombre rationnel. 


Montrer que (E, + 


)est un espace vectoriel sur Q de dimension 3, une base étant (4/4, 4/2, 1). 


6^ Les nombres a, b, c, а’, b', c' étant rationnels, trouver des conditions nécessaires et suffisantes 
vérifiées par ces nombres pour que 


aA bic 
a YA +b V2+e 


soit rationnel. 
7° Démontrer que, quels que soient A, B, C réels, on a : 


A? + В? + С? — 3 ABC = 5 (A + В + C) КА — В) + (В CR + (C— A] 


en déduire une factorisation du déterminant 


e b a 
А=|2а с b 
2b 2a c 


et montrer que A # 0 quels que soient a, b, c rationnels non tous trois nuls. 


8° Démontrer que tout élément non nul de E admet un inverse et un seul dans E et que (E, +, х) 
est un corps commutatif. 
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2| Fonction numérique d'une variable réelle : 
dérivation. 


Nous reprenons les résultats de la classe de Premiére en les complétant. Dans la 
première section nous définissons une fonction différentiable en x, ainsi qu'une fonction 
dérivable en xy. Nous montrons l'équivalence de ces deux définitions et nous en 
donnons une interprétation géométrique. 

Grâce à cette équivalence, nous ferons appel suivant les cas et pour des raisons de 
commodité à l'une ou l'autre de ces deux définitions. 

On est ainsi conduit dans la section II, pour les fonctions différentiables (ou déri- 
vables) еп tout point de Ja, bl, à la notion de fonction dérivée. Enfin la section Ш 
donne diverses extensions de la notion de dérivée. 


I. Dérivée d’une fonction en un point 


Interprétation géométrique 


2.1 FONCTION DIFFÉRENTIABLE ET FONCTION DÉRIVABLE EN 
UN POINT 


а) Fonction différentiable en x,. 


Soit la fonction f : x ı— x? + x? définie sur IR. Nous nous proposons de calculer 
une valeur approchée de f (1,017) par exemple, sans calculer (1,017) ni (1,017). Pour 
cela posons х = 1 + Л. Quel que soit le nombre réel / nous avons : 
f + № = (14 02 4 (14 А2 
(14-324 3 4- 4) + (14-284 А) 
=2+5%+4+ Р, 
pour л « petit », on peut « négliger » 4 Kai / d'où f (1 + А) = 2+ 5 h, donc 
f (1,017) = 2 4- (5 x 0,017), 
f (1,017) 2,085. 
On peut écrire : f (1 + Ж) = 2 + 5 h + (4 h + Ж) h, remarquons que /(1) = 2 donc : 
f d M) — f()0-- EECH 
en posant а (4) = 4 A + H?. Remarquons que lim а = 0. On dit que f est différentiable 
150 


au point x, — 1 et la fonction : A —— 5h est appelée fonction linéaire tangente à f 
au point xy = 1. Plus généralement : 


49 


50 


Définition. 
On dit qu'une fonction f est différentiable au point хо s'il existe une application 
linéaire h 1 —— /h et une fonction ^ 1———- а (№) définie sur un intervalle | de 
centre zéro telles que 

(^e!) f(xo- h) = (хо) + Ih + alh) h a) 


avec 


lim а = 0 
D 


L'application : A ı— /h est alors appelée fonction linéaire tangente à la fonction f 
au point x, ou encore différentielle de f ай point xy. On la note d Le nombre / s'appelle 
le coefficient de la différentielle de f au point xy. 
On a donc pour tout Л réel 

dfa, (h) = Ih. 
Remarquons qu'il résulte de la définition qu'une fonction différentiable en x, est définie 
sur un intervalle ouvert non vide de centre xy. 


Pour Л 0, la relation (1) s'écrit 


lat» JOD. 1 1 A velim = 
p 
donc 
lim {Co + A) — Tel 
kon H 
 Réciproquement si D CREE TI а pour limite un nombre / quand A tend vers 0, 


on peut trouver une fonction « telle que : 


«ш + Se; 
sur un intervalle I de centre zéro, zéro exclu, et telle que х (0) = k (k étant un nombre 
réel que l'on peut se donner arbitrairement; on peut prendre par exemple, ce que nous 
ferons souvent, k — 0, alors « est continue au point zéro). 
Nous pouvons alors écrire 

(уле fier № = f(x) + Ih + x (h) h 
а étant une fonction définie sur I telle que ji а= 0. 

+0 

Nous voyons donc que la recherche d'une fonction linéaire tangente à f еп x, revient 
А la recherche, lorsque л tend vers zéro, de la limite de 


Гоо + D — fe), 
h 


Théorème et définitions. 


Dire que f est différentiable en xo est équivalent à dire que la fonction : 
f(xo + №) — f(xo) 
Ji east, A à 
h 

a une limite au point h = 0. Cette limite, quand elle existe, est le coefficient de la 
différentielle de f en xo. 
Cette limite, quand elle existe, s'appelle dérivée de f au point хо et on dit que f est 
dérivable au point хо. 


b) 


Si on appelle f (x, + A) — f (xy) l'accroissement de la fonction f associé à l'accroissement 
Le + D — fe | 


(xo + 4) — xo = h de la variable et Ж le taux d'accroissement de la. 


fonction f entre x, et x, + ^ on voit que la dérivée en xy, lorsqu'elle existe, est la limite 
de ce taux d'accroissement au point й = 0. 


Grace à cette équivalence entre différentiabilité et existence de la dérivée en un point, nous 
ferons appel suivant les cas et pour des raisons de commodité à l'une ou l'autre de ces 
notions. 


EXEMPLE 


Reprenons l'exemple précédent f : x 1———* л? + x*; cette fonction est-elle déri- 
rable en x, — 1? 


On a f(0) 22 et (+= (9 HP —2- 5h 4I 4 IP. d'où 
жае VOY SEE LR а AE үш = 5 donc f est dérivable 


D Em 
en x, = 1, la dérivée de fen ce point est 5. On peut écrire 
fa Л 2O жеу 


pour tout A + 0 et prendre « (0) = 0. Оп a alors : 
(eR) fü) -f0)-- (0А ауес lima = 0, 


оп retrouve le résultat précédent. 


Premières propriétés des fonctions différentiables. 


xo + h) — fes) 3 Т 

On sait que si MEE ERES a une limite / quand л tend vers 0, cette limite est 
unique ($ 1.8 b). Donc la fonction linéaire : h + 
existe, est unique. 

Si f est différentiable en x, on a vu que, sur un intervalle décrit par A. de centre zéro, 
on peut écrire : 


— Ih tangente à f en xy, quand elle 


Lo + В) = f (x0) + Ih + a (h) h avec lim = 


Li 
donc lim f (x, + A) = Р(х), ce qui signifie en posant x = xy + h 


мо 
lim f (х) = f (хо). 


pes 
Par conséquent (cf. $ 1.8 a, remarque 3). 


Thé 
Toute fonction différentiable (ou dérivable) au point xo est continue en ce point. 


La réciproque n'est pas vraie. Soit, par exemple, la fonction f: x — |x | définie 
sur R. On a 

six20 f@W=x, 

sixc0 Til 


f est continue au point хо = 0 car lim f (x) = lim f (x) = f (0) = 0. 
240 zx 


Cherchons si f admet une dérivée au point x, = 0. Ici le changement de variable : 
x= x, + h conduit à x = h, nous garderons donc dans les calculs la variable x. Le 
rapport 


-x 


Гоо +A) — fe) 
h 
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devient pour tout x # 0 


уб) —/@ ||, 
EL гу 
Six>0 fe -sO et 
х0 
six <0 eee et im /® — 19 — _, 


donc f n'est pas dérivable au point x, = 0 puisque les limites à gauche de 0 et à droite 


£0 
—0 


sont distinctes. 


EXERCICES 


Calculer les dérivées et trouver les fonctions linéaires tangentes aux fonctions numé- 
riques de la variable réelle suivante : 


1. Staat au point x, = 1. 

2. D d au point x, — 2. 

à x 1— x + 3x — 2 au point x, = 3. 
х+1 À 

A х 1 au point x, = — 1. 


DÉRIVÉES DES FONCTIONS USUELLES EN UN POINT 


h 


Posons m (h) == (h 0), f étant l'une des fonctions suivantes ` 


1. Fonction constante : x 1— à, définie sur IR. On a 


m =? et lim mt) — 0. 
a 


Donc toute fonction constante sur ÎR. est dérivable еп un point quelconque de R et sa 
dérivée est 0 en tout point de R. 


2. Fonction affine : x :— ax + b définie sur IR. Au point хо nous avons 
f Qro + В) = a (y + № + Ь, f (9) = axo + b, 


Lo + В) — fo) _ alx +h) + b — ах — 
h Ы D 


m) = 


соттей&0 т()=а et  limm(h)= a. Donc 
һо 


Toute fonction affine : х —— ах + b est dérivable en tout point de R et en tout point 
de R sa dérivée est a. 
3. Fonction polynôme : x :———- ax? + bx + c, définie sur ЇЗ. Au point x, nous avons 
f Gi + В) = a (xo t h+ blixt hte, f x) = axg + beste 
а(х + h)? + b(xo + № + c — аф — bx, — c _ ah? + (ax, + b) h 
h ge D 


m(h) = 


d'où (7 0) 


mi ab Zone bh et  limm()=2ax+ b. Donc 
һо 


Toute fonction : x —— ах? + bx + c est dérivable еп tout point x, de R et sa dérivée 
en x, est 2 ax, + b. 

En particulier si l’on fait а= 1 et b= 0, nous voyons que la dérivée de la fonction : 
x +——— x? au point x est 2 ху. 


1 
4. Fonction : x :———- © définie sur R*. Au point хо 52 0 nous avons 


fos eu sf m d. 
Xo 


x 
m = (= = KEE 1e 
h\xoth x) hy хо Go F A) x, 

1 

li h) = == 

Iia m), x 


1 
La fonction : х —— x définie sur IR * est dérivable en tout point x, de R * et sa dérivée 


—1 
en est - 
Was 


5. Fonction cosinus : х :— — cos x définie sur IR. Au point x, nous avons 


2sin (% cb 3) dt 


тоу = DEL ЕЗ 
sin ^. 
А WEE 
h) = — kee 
m) sin (s + j т 
2 
LA 
sin > 
On sait (voir cours de Première) que lim —7^ = 1 et que la fonction sinus est continue 
o 
2 
Ka h 8 
sur R donc lim sin ER 3) = sin xy. 
Par suite : 
lim m (h) = — sin xy. 
D 


La fonction cosinus : x :— cos ж est dérivable en tout point x, de R et sa dérivée 
en x, est — sin x. 


6. Fonction sinus : x :— sin x définie sur IR. Au point x, nous avons 


м D 
po- Gt Da 20 (+) 


к 


sin " 
mh — —— cos(x, + 3): 
2 
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sin à On sai que тфу) Се 0 700 
On sait que lim. XE 1 et que la fonction cosinus est continue sur IR (voir cours de 
in 


2 


a une limite quand A tend vers 0 si et seulement 


si fest dérivable au point ху. On peut donc énoncer : 


Théorème. 


Pour que la représentation graphique Г de f admette une tangente au point 
Mo (хо, f (xo), non parallèle à Oy, il faut et il suffit que f soit dérivable au point хо. 
Le coefficient directeur de cette tangente est alors la dérivée de f au point хо. 


D à 
= cos x,. Par suite : 


Première) donc lim cos (n + 
һо 


2, 


lim m (h) = cos x. 
Gi 


ii D —— si est dérivable en tout point x, de R. et sa dérivée 
| its коста sinus : ж! mus aote Équation de la tangente. Si f a pour dérivée / au point ху, la tangente A au point M, de Г 
| en xo БЯ а рош équation (cf. cours de Seconde) 
y — SG = 1(х— x) 


| que Гоп peut écrire 
2.3 INTERPRÉTATIONS GÉOMÉTRIQUES 


y= fog) + Hx хо). 


2) Interprétation géométrique de la dérivée. REMARQUE 


Nous avons vu que si f est dérivable en xy, la dérivée en ce point étant L il existe 
(cf. $ 2.1) un nombre / et une fonction æ définie sur un intervalle I de centre zéro 
tels que : 
(үле) Fo +A) = Ло) +iht+alh)h avec lim а = 0, 
mo 


MET GER 


ou encore sur un intervalle J de centre x, on а 

(xe) ЛО) = Л) + 1 — x) +8 ()(х— x). 
еп posant B (x) = а(х — xy, on a aussi lim 8 = 0. 
Nous voyons alors que la fonction affine : x 1——— f(x) + Ti х) n'est 
autre que la fonction représentée graphiquement раг la tangente A, en М, à Г. Cette 
fonction s'appelle la fonction affine tangente à f au point хо. 


EXEMPLE 


Soit la fonction f : x 1— x* + x? définie sur R. On a vu (cf. $ 2.1 a) que la 
dérivée de f au point x, = 1 est / = 5. On a f (x) = 2. Donc la fonction affine tan- 


Fig. | gente à f au point хо = 1 est la fonction x 1-—— 2 + 5 (х — 1). L'équation de 
= | la tangente A, à la représentation graphique Г de f au point M, (1, 2) est donc : 
x Do. e + Së | у = 2 + 5(х — 1) ou encore, après réduction y = $ x — 3. 
/ Pour construire A, remarquons que son équation peut s'écrire : 

EN > — f (xo) = I (x — ху) ou encore y — yy = I (x — хо) en posant уу = f (xo), nous 
aurons un deuxième point M; (ху, уу) de A, en prenant x, — x, = 1 par exemple, 
Soit f une fonction numérique de la variable réelle x définie sur une partie D de R. | d'où y, — у = I. Le vecteur MM; a pour coordonnées x, — x, = 1 et у, — уу = Д 

Soient Г sa présentation graphique (fig. 1) et A la droite passant par Mo (ху, f (x) et Dans l'exemple considéré, l'équation de A, s'écrit : у—2 = 5 (x — 1). 


x) — f (x Si «4—1-1 ona x—2-5. 
) d d 
M (x, f (х)) de T. Le coefficient directeur de A est E E 3 ou encore, en posant 


х= x0+ h, m (h) BUR ESI Ce coefficient directeur n'est autre que le taux 


d'accroissement de f entre xy et xo + А. 
| Nous donnerons la définition suivante : 


Définition. 
Soient Г la représentation graphique d'une fonction numérique f de la variable réelle х 
| et До une droite passant par Ме (хо, /(хо)) de Г et non parallèle à Oy. On dit que Ao 
est tangente à Г en Mo si et seulement si le coefficient directeur de la droite passant 
| par Mo et M (хо + Р, f (xo + h)) a pour limite le coefficient directeur de Ao quand ^ 
tend vers zéro. 


Fig. 2 


| 54 55 
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Nous avons construit (fig. 2) la droite A, passant par M, et Му, le vecteur MA 
ayant pour coordonnées 1 et 5. La tangente A, est indiquée sur la figure par deux 
petites flèches de part et d'autre de Mo- 


b) Interprétation géométrique de la différentielle. 


La fonction f étant dérivable (ou différentiable) au point ху il existe une fonction « 
définie sur un intervalle I de centre zéro telle que 
(4 A € D f Go + A) — f G9) = Ih + « (h) h avec lim о = 0 
Aen 


he D Go + 4) —f G9 = AU+ Eet 


donc si / 0, ІА est une valeur approchée de f (xo + A) — f(x) et on peut écrire 
S (xo В) — f (x0) = Їй pour h « petit », c'est-à-dire (fig. 3) 
PM = PM 


Rappelons que PM’ = Ih est la valeur de la différentielle de f au point ху pour un accroisse- 
ment h de la variable x. 


Fig. 3 


EXEMPLE 


Soit f: x 1—— x + x* définie sur IR. On a vu (cf. 8 2.1 a) que quel que soit le 
nombre réel h : 
Ха + № =2-- 5л +4 P 


h + (4 h + №) h; remarquons que lim (4 h + A?) = 0 
20 


ou encore : /(1 + 0) —2 
donc : f 4 № — 2e 3 h pour h « petit»; 


nous avons trouvé par exemple (cf. $ 2.1 a) que : 
f (1,017) — 2 = 0,085. 


On peut se demander comment sont disposés les points de Г par rapport à la tangente 
Av lorsque h est « petit ». On peut écrire : 


füc-n-2 


5+4 ( + 3). 


pour [A < 4, опа: /(1 + №) —22 5h donc PM> РМ? d'où la disposition 


de Г (fig. 4). 


Fig. 4 


exercices 
1. Déterminer la tangente à l'origine aux représentations graphiques des fonctions : 
х —— д 
х— е 
x— x 
Étudier comment est disposée la représentation graphique de chacune de ces fonctions 
par rapport à cette tangente. 


2. Trouver l'équation de la tangente aux représentations graphiques Г des fonctions 
suivantes au point de Г d'abscisse x, et construire cette tangente : 


x — 2, “=l, 
3 

xa i x=—1, 

x 0-25, x 0. 


П. Fonction dérivée : définition, calcul 


. 4 FONCTION DÉRIVÉE 


а) Définitions. 


On dit que f définie sur Ja , b[ est dérivable sur Ja , b[ si et seulement si f est dérivable en 
tout point x de Ja , b[. On dit aussi que f est différentiable sur Ja , Ы. 
Considérons l'application de Ја, H dans IR : 


fG + һу Јо) 


x (——— lim 
Aen h 


cette nouvelle fonction qui associe à tout nombre х de Ja , H la dérivée de f au point x 
s'appelle la fonction dérivée de la fonction f. On la note f", d’où 
2 г M) —fG) 
masc, /'б)= lig + ® — £69 
Le h 
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Avec cette définition la formule (1) du $ 2.1 devient pour x c Ja , b[ 
SL Go + H = f (x0) + f! Оу) h + x (h) h, 


avec lim а = 0. 
Aen 


De même la fonction linéaire tangente à f en x, de Ja , b[, c'est-à-dire la différentielle de f 
еп x, est la fonction 
h i f! Gg) h. 


On notera la distinction entre la fonction dérivée f' et la dérivée de f au point x quiest 
le nombre f" (x). Notons aussi que si y = f (x), on écrit y = f' (x); y’ est l'image de x 
par la fonction f". 

b) Exemples. 


Nous avons calculé les dérivées de quelques fonctions usuelles en un point (cf. $ 2.2). 


. La dérivée de la fonction constante f : х 1 —» à en un point quelconque de R est 0. 
D'où : 
La fonction dérivée de toute fonction constante sur IR. est la fonction nulle sur R. 


y 


La dérivée de la fonction affine f : х 1—— ax + b en un point quelconque x de R 
est a. D'où : 


La fonction dérivée de la fonction affine f : x :— ах -- b est la fonction cons- 
tante f’ : x + a sur IR. Remarquons que f” est indépendante de la valeur de b. 


p 


La dérivée de la fonction f : x i——» ах? + bx + c en un point quelconque x de R 
est 2 ax + b. D'où : 


La fonction dérivée de la fonction f : х ›—— ал? + bæ + e est la fonction f’ : 
æ (— 2 ax + b définie sur ЇЗ. Remarquons que f" est indépendante de la valeur de с. 


ES 


. La dérivée de la fonction f : x + 
D'où : 


1 " 
y e” tout point x # 0 est 


La fonction dérivée de la fonction f + x 1 à estla fonction f” EE 
définie sur R*. 


5. La dérivée de la fonction cosinus : x 1——+ cos x en un point quelconque x de R 
est — sin x. D'oà : 


La fonction dérivée de la fonction cosimüs : x :— cos x est la fonction : 
æ > — sin x définie sur R. 


т 


La dérivée de la fonction sinus : x ı— sin x en un point quelconque х de R est 
cos x. D'oà : 


La fonction dérivée de la fonction sinus : х ı 
а ›——— cos x définie sur R. 


sin ж est la fonction : 


2. 5 OPÉRATIONS SUR LES FONCTIONS DIFFÉRENTIABLES 


Soit deux fonctions f et g différentiables en un point ху. П existe un intervalle I de centre 
zéro tel que pour tout A de I on ait : 


@ Гоо + № = f б) + f G9) А a Ch) hy avec lim а = 0. 
П existe un intervalle 1' de centre zéro tel que pour tout л de I' on ait : 

о g (xo + = g (x0) + 8" (xo) h + B (h) h, avec lim 8 = 5 
Il en résulte que (1) et (2) sont simultanément vérifiées sur I N 1'. 


а) Addition. 


On déduit de (1) et (2) que pour tout ^ de I N L'on a : 

FQ) + 1) + g Go № = Л) + е Оч) + [/' Gel + #' Go Aie v 00 h, 
en posant y (h) = а (h) + 8 (h), 

«+ eiis + A = + 8) Go) + 07 Go) + #' Go 4 + ү A) h 


etona lim у= lim + ШтВ=0, 
vn ton eO 


се qui montre que f + g est différentiable еп xy, sa différentielle еп x, étant 

d(fd в) : hun [/' Оч) + #' GJ h = f Q3) h + (о) h = da (А) + dga 00, 
sa dérivée en x, est f'(xy) + g'(x) = (/' + #') (xo). 

Lorsque f et g sont différentiables sur Ja , [, оп peut alors énoncer : 


Théorème. 


Si f et g sont différentiables sur Ja , b[, f + g est différentiable sur Ja , b[; la différen- 
ЧеПе de f + g en xo de Ја, b[est 


(3) d (f + 9), = fu, + dga, 


la fonction dérivée de f + g est définie sur Ja , b[ par 


(3 Viele te 


REMARQUE 


1. Cette démonstration s'applique à un nombre fini de fonctions fy, fa 
différentiables sur Ja, БС et l'on a sur Ja, H 


(Gréit EN TAA. fu 


b) Multiplication par un nombre réel. 


Si à est un nombre réel donné, nous avons aussi pour tout A de I : 
toi A) — I (x0) + M (xo) h + a (h) h 
Qf) б» + В) = 07) G9) + P'o] h + 800 h 
en posant 8 (h) = àa (h), ona lim ё = À lim a = 0 
D] D 


donc »f est différentiable en x, sa différentielle en x, est 
абу), ha— Pol h = fa (h), 
sa dérivée en x, est. 2f (хо) = Of) (о). 
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Lorsque f est différentiable sur ]a , b[, on peut alors énoncer : 


Théorème. 


Si f est différentiable sur Ja , b[, àf est différentiable sur Ja , b[; la différentielle de X. 
en xo de Ja , best 


(a) 902), = Ф, 


la fonction dérivée de M est définie sur Ja , b[ раг 


(4) Ar) 


A 


REMARQUE 


2. On pose D = Ja, HL Si l'on désigne par : 
F (D, R) l'ensemble des fonctions numériques d'une variable réelle définies sur D, 
€ (D, IR) l'ensemble des fonctions continues sur D, 
D (D, IR) l'ensemble des fonctions différentiables sur D, et si l'addition de ces 
fonctions est notée + et la multiplication d'une fonction par un nombre réel est notée ., 
on vérifiera, compte tenu des formules (3') et (4) que (D (D,R), +, .) est un 
sous-espace vectoriel de (@(0, IR), +,.) qui est un sous-espace vectoriel de 
(F (D, R), +, ). 


€) Multiplication. 


Nous avons aussi pour tout л de I N T’, en multipliant membre à membre les égalités (1) 
et (2): 
Lo + Më Qo + В) = f Оч) G8) + ООо) в Gs) + f (ху) 2 Gell À + € 00 h, 
en posant 
e (h) = а (№) Le (хо) + be Gell + B 0) [/ Gs) + Af G9)] + hb (А) 8 (0) + FG)" Gell: 
les théorèmes relatifs aux opérations sur les limites montrent que lim є = 0 et pour tout 
aso. 
hdelnl'ona 
Gg) Go + № = С) (ху) + UG) е (хо) + Охо) gel À + elh) h, avec lim е = 0 


aso 
donc fg est différentiable en xo, sa différentielle en xy est 


dat hr * ООо) g G9) + f ху) а Gell = f Go) dez, (h) + е (хо) d (0), 
sa dérivée en хо est f'(x) g (xo) + f (Xo) ë (хо) = (/'#) Go) + 0) (хо). 
Lorsque / et g sont différentiables sur Ja , b[, on peut alors énoncer : 


Théorème. 


Si f et g sont différentiables sur Ja , PL fg est différentiable sur Ja , b[; la différentielle 
de fg en x, de ]a , b[ est 


(5) d (fg)s, = f (X0) dgz, + 9 (хо) 9, 


la fonction dérivée de fg est définie sur Ja , b[ раг 


(5) Gg)' = Ро + fg" 


REMARQUES 


3. Cette démonstration s'applique à un nombre fini de fonctions fj, fa ... fa, toutes 
dérivables sur Ja, H et l'on a sur Ja , Ы A 
А E AE E A EA 


En particulier fa = 7, ona pour tout entier п>1: 
© q»Y-ampr 


On vérifiera que cette formule est encore vraie pour п = 0 et pour л = 1 pourvu 
que f soit dérivable et que f(x) # 0 (rappelons que a? = 1 si а + 0 et que le 
symbole a" n'a pas de sens pour a = 0), 


4. Si l'on note x la multiplication des fonctions numériques d'une variable réelle, 
les autres notations étant celles données à la remarque 2, on vérifiera, compte tenu 
des formules (3') et (5), que : (Ф (D, IR), +, x)est un anneau commutatif unitaire. 
C'est un sous-anneau de (C (D, IR), +, х) qui est lui-même un sous-anneau de 
(F (D, IR), +, x). 


Applications. 
1. D'après (6), pour tout x réel et pour tout entier n > 1 on a 
(G7) = me x 1 = met, 
Ce résultat est encore vrai pour n = 0 et pour n = 1, et pour tout x + 0. 
2. Soit la fonction polynôme f : x 1—— a, x" + ay 4 X"! ... + ах a, définie 
sur IR. D’après les formules précédentes, sa fonction dérivée est 
fiz + na, х" + (п — 1) a. 377 + ...-- а, définie sur R. 


d) Inverse et quotient. 


Supposons f différentiable en x, et f (xo) # 0. Puisque f est différentiable en xo, elle est 
continue en ce point (cf. $ 2.1 b) donc im f Go + A) = f (ху) et on sait (cf. 8 1.8 b) 


qu'il existe un intervalle I de centre zéro sur lequel f (x, + A) a le signe de sa limite f (xy) 


donc on a f (x, + A) + 0 pour tout A de I. 
Pour savoir si Let différentiable en xo, il est plus simple ici de chercher la limite en x, du 


1 


taux d'accroissement de 7, entre x et xy + À : 
1 1 
Го, +0 Ја) _ {Go + D — Хо) 
RE ДЕСЕН), 
ш = — [Go D Ла) 1 
m h JG fos F Ву 


ME 
puisque f est différentiable en x, on a weini P fe = fx); f étant diffé- 
rentiable en ху, elle est continue en ce point (cf. $ 2.1 b) donc Le f Gy + h) = f (xo) раг 


suite 
Á 1 - x 1 
TUN m(h) = — ГС ce nombre est la dérivée de Tied хо et la différentielle de 7^ 
xg est 
1. TIC р ФФ, 
а) н E 
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Plus généralement : 
TAN Re ATE ——rE — — 


Si f ne s'annule pas et est différentiable sur Ja , b[, ; est différentiable sur Ja , b[; la 


différentielle de 7 en xo de Ja , bLest 
mm Haf 


la fonction dérivée de Н est définie sur Ja , b[ par 


en 


Soit alors la fonction L Ге g étant différentiables sur Ja, b[ et g (x) 5 0 sur Ja, AL 
On peut écrire i- =: est différentiable sur Ja , H d'après le théorème précédent et 


f est différentiable sur Ja , b[ donc le produit f est différentiable sur Ja, b[ et sa diffé- 
rentielle en x, de Ja , b[ est, d’après (5) et (7) : 


KE) А Na) = Dr af). Kë ER SEN KE 
I «(f E09) “ uS des, 
et 


la fonction dérivée de H d'après (5') et (7), est définie sur Ja , b[ par 


rat) nie» 
(в) am: =, La 
Applications. 


Une fonction rationnelle de la variable réelle x est le quotient de deux fonctions poly- 
nómes de la variable x qui sont dérivables pour tout x de R. Donc une fonction ration- 
nelle est dérivable pour tout x n'annulant pas son dénominateur. 


En particulier soit la fonction homographique : х — 4% 


| 


Бы 


À si l'on suppose a’ + 0; posons 
f@=axt+b d'où f()-a 
gG)-—ax--b d'où g'x= 
pour tout x © — P; on a en appliquant la formule (8) : 


fo 


а(ах + Ьу —(ax--b)a' _ ab' — ba" 
(ах + by = xb 


ce qu'on peut écrire : 


ab 
Ne ES 
Qe - cz 
5. Soit la fonction f': x »—— x” (n entier strictement négatif) qui a été étudiée au $ 1.12 b. 
On peut écrire х" = E = E en posant n' = — п, n' est un entier strictement positif 
et fest définie pour x 7^ 0. En appliquant (7) et (6) on a pour tout x 50: 
ELT ааа Lui) 
ure life = ats 


Gy = = nx, 


n 
xu 

Donc, compte tenu du résultat de l'application 1, nous pouvons dire que pour tout 

x + 0 et pour tout лє Z, 

Lei = nt. 
sinx 

6. Pour tout x *z 5+ Кт (k € Z), la fonction tangente : x 1— —. tg x = (TE: définie. 

et elle est le WE de deux fonctions dérivables, elle est donc dérivable et on a : 
(sinx) cos x — sinx(cosx) _ cos x cos x — sin x (— sin x) 

соз? x GI cos? х 
соз? х + sin*x 
соз? x 


(в х) = 
(gx) = 
(gx) - 5 =1 +4 gue 


7. Pour tout x + Кт (k € Z), la fonction cotangente : x — cotg x = WI est définie 


et elle est le quotient de deux fonctions dérivables, elle est donc dérivable et on a : 


‚ _ (osx) sinx — cos x (sinx)! _ (— sinx)sin 
(oux se de: = эшїх 
‚ _ Sintx + cosx 
bord ea CIR 
x 1 
(cotgx) = — сз = — (1 + со?) 
Exercices 


Calculer les dérivées, quand elles existent, des fonctions f définies par (ex. 1 à 6) : 
1.fQ) = 3T 
2. /(х) = (x — 2) (x — 3} (x + An. 


BSD x + 14e 


SCH 
ало) 21s (El 
MEE 
6/6) — ta x + cotg x + ш + к 


sinx T cosx 


7. Donner une valeur approchée de f (1,003) sachant que f est définie sur IR par : 
fœ) = G* + 5x* — 1). (On utilisera la différentielle de f en x, = 1). 
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2. 6 COMPOSITION DES FONCTIONS DIFFÉRENTIABLES 


Soit f une fonction différentiable en x, et g une fonction différentiable en y, = f (xy). 
Étudions si g o f est différentiable en xy. 


En posant x, + 4 = x, on peut écrire la relation de définition d'une fonction f diffé- 
rentiable en x, de la facon suivante. 


Il existe un intervalle I de centre x, tel que pour tout x de I; 

а) Јо) = f G3) + (х хо) Gel + «(ху ARLES 

Il existe de méme un intervalle J de centre у, = f (x) tel que pour tout y de J : 
о) g О) = g O) + O — у) e'O) + 8021. Aves ]imipime D. | 


Nous pouvons supposer В continue en y, (cf. $ 2.1 a) c'est-à-dire que 8 (у) = lim. $ = 0. 
v 


Puisque f est différentiable en ху, elle est continue en ce point (cf. $ 2.1 b) donc il existe 
un intervalle I' de centre x, tel que f (1) C J (cf. $ 1.1, définition). 
Pour tout x de I N I', la fonction g o f est alors définie et on peut écrire en remplaçant 
dans (2) le nombre y par f (x) et y, par f (xy) : 
& L/G9] = e U Gy] + UG) — f Gg) E" 07 о) + В [/ ООЛ], 

remplaçons f (x) — f(x) par son expression tirée de (1) : 

Шод] = а UGoll + (х — х) UG) + ә GO) Er" Go) + BCN. 
(3) ( 0f) (х) = (е о f) (хо) + (х — хо) D" L^ G)] Go) + ү Ge, 
ауес Y 69 = а (х) 8 UG] + Ciel 8 07091 а (х) UG, 


la fonction f est continue en ху, la fonction В est continue en y, = f (xy) donc la composée 
B o fest continue en хо (cf. § 1.2) par suite 


SE L/69] = 87060) = В Go) = 0, 


on a aussi lim æ 
zen 


limites, on déduit lim y = 0. L'égalité (3) montre alors que g o f est différentiable en 
cem 


xy sa différentielle en x, est (puisque x — xy = №) 
@) d(gof),: Ar 8 Golf" Gu) h, 
mais on peut remarquer que l'on а 


dí, : hi foh = К 
d£): Fre GIE 


0 donc en appliquant les théorèmes relatifs aux opérations sur les 


donc 
[2] (deja, о dfa) 0) = ғ LD] x /' Co) h 
par suite, en comparant (4) et (5) : 


d(g of), = уо d, |; 


il résulte de (4) que la dérivée de g o fen x, est le coefficient de la différentielle : 
РИБО) = (o f) 69) X fo). 


Plus généralement si x, décrit Ja, b[ : 


Théorème. 


Si f est différentiable sur Ja , b[ et si g est différentiable en tout point de f (Ja , bD), la 
composée g o f est différentiable sur Ja , b[ et 


1. La différentielle en хо de Ja , b[ de la composée des deux fonctions est la composée 
des différentielles de ces fonctions aux points correspondants. 


2. La dérivée en хо de la composée des deux fonctions est le produit des dérivées de 
ces fonctions aux points correspondants 


(gof) (ха) = 9' H (01 f (хо) 


3. La fonction dérivée de g o f est définie sur Ja , b[ par : 


(gof) = (g'of) x f^ 


Applications. 
1. Soit la fonction : х » cos (ax + b) définie sur R. Cette fonction n'est autre que 
la fonction gof avec f: х — ax+b et g: x1——— cos x qui sont déri- 
vables pour tout x réel. Donc la fonction : x ı— cos (ax + Б) est dérivable pour 
tout x réel et on peut écrire 
[cos (ax + A 


sin(ax-- b) X а = — asin (ax + b). 
qu ел E 
8" о) Ро) 


2. De même la fonction : х + sin (ax + Б) définie sur IR n'est autre que la fonction 
gof avec f: х + * ax+b e g: x+ sin x qui sont dérivables pour 
tout x réel. Donc la fonction : x 1-—— sin (ax + Б) est dérivable pour tout x réel 
et on peut écrire : 

[sin (ax + Б)] = cos (ax + b) x а = acos (ax + Б). 
SU ЛО) 


exercices 
Calculer les dérivées, quand elles existent, des fonctions f définies par : 
1. f) = tg (ax + b). 
2. f(x) = cotg (ax + b). 


з. d = cos (хә) (on rappelle que cos (x°) = cos ic а). 
4. f) = tg Ge. 
5. Donner une valeur approchée de sin (319), tg (469) (utiliser les différentielles). 


2. 7. FONCTION RÉCIPROQUE D'UNE FONCTION DIFFÉRENTIABLE 


ET STRICTEMENT MONOTONE 


Soit f une fonction continue et strictement monotone sur [a , b]. On sait (cf. $ 1.7) que 
У est une bijection de [a, b] sur [/(a) , f (b)] et que sa fonction réciproque /-1 est une 
bijection continue, strictement monotone de [/(a) , f (8)] sur [а, b] et variant dans le 
même sens que f. 

Nous pouvons écrire (ү у є[а, iise Dia. TO y= <> x=/f0). 
Supposons f différentiable en yọ de Ja, b[ et cherchons si f? est différentiable en 
x, = Гох) де]/ (а) , f (b)L. Plutôt que d'utiliser la définition d’une fonction différentiable, 
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il est plus simple (et équivalent) de chercher la limite au point x, du taux d'accroisse- 
ment de f~ entre x, et x de If (a), f(b (x xy) 
LG FD Ih, 

X — х Јо) — foy 


f^ étant bijective, on a pour tout x de ]/(а),/(Б[ : x xy ===> TS Yo donc ` 


тб) = 


on peut écrire 
nO = Лау оо) 
Toe. 
On sait que lim 102—709 _ py 
э» У X 
mais il s'agit de trouver la limite en x, du rappor £0) 709 dans Lave y x f CO] 
=» 


montrons que cette limite est encore f'(). 


En effet quel que soit а > 0, on peut trouver B > 0 tel que pour tout y réel ` 
RN dl 


а o<i»-»l<8 — © |^ 


Comme f-1 est continue en x, on peut trouver y > 0 tel que pour tout x réel 
Ix] у = br ol < 8 


Si x х, on a vu que y # уо donc pour tout x réel on a 
0< xx) < Y ===> (1) = 0), 
л SA fO — оо) 

ce qui montre que la limite, quand x tend vers хо, du rapport ce ` dans lequel 
y = S Од), est /^ Oo). 

1 FERA c'est 
O9 FU) (9/969 
la dérivée de f~ en xo, elle est Di inverse de la dérivée de fen у. 


Si "суд #0, on en déduit que lim m (x) 


On a aussi : dh 1 f'o9h—k 
1 
„л: D - жч 
еде Год)“ 
1 
A T De Kë 
donc (df odi) 0) = кту Oh =h 
donc df) o df, = ldg. 14р étant l'identité de R. 
Concluons : 
Théorème. 


Si f est une fonction continue et strictement monotone sur [a , b] et si f admet une 
dérivée non nulle sur Ja , b[, sa fonction réciproque f~ * est différentiable sur Jf (a) „f (b) [ 
et 

1. La différentielle de 7! en x; = f (yo) de ]/(а) , (5) [ est la fonction réciproque de 
la différentielle de / en yo. 

2. La dérivée de f- ! en xo est l'inverse de la dérivée de f en yo 


3. La fonction dérivée de /—! est définie sur ]/(а) , (b) [ par 


hM um 1 
(OY = wn 


Application. 
Si n est un entier naturel non nul, on peut écrire (cf. $ 1.13) : 
МС, еВ] у= ÄIS < х у" 
la dérivée de f: y ı— х= y^ au point y > 0 est 
РО) = n0 
ааа 


1 
1 
ОУ 09 = сл = WF 


Cette dérivée peut encore s'écrire en remarquant que /x = x* (cf. $ 1.14 a) 


la dérivée de f? : 


cette formule est de la méme forme que : 
Ge) = nie 
que l'on a trouvé au $ 2.5 dans le cas où ne Z et x # 0. 
Plus généralement, si x > 0 et si r est un nombre rationnel quelconque on а défini 
(cf. 8 1.14 a) le symbole x”. 
si r > 0, soit Z un représentant de r, p et q appartenant à IN, 


1 
La fonction : x « = (xP) définie sur R$ n'est autre que la fonction gof 


avec f : 
(cf. $2.6) 


1 
XX et g: х 1— xt dérivables pour tout x7» 0 donc 


TIE 
af x prie Ent 


4 
YUGI f 


et on peut écrire quel que soit le nombre rationnel r > 0, x étant la variable réelle > 0 
rx 


(9) ei 


si r < 0, la fonction : définie sur IR$ n'est autre que la fonction 


1 
"mei: a x définie sur R}. 


Puisque — r > 0, (x) = — nce 
on a encore (ху = ner 


5i r = 0, nous supposons toujours x > 0, 
arx —1 e (x) =0= eh 
Conclusion : 


Wach Ween rx 


67 


2.8 FONCTIONS DÉRIVÉES SUCCESSIVES 


exercices 
Existence et calcul des dérivées des fonctions f définies par (ех. 1 à 4). 
1. уд = V3 — 2x — . 
2. fe) = V — 3x2. 
з. FO = x (x+ VTF х9). 
4. f(x) = М? sint x — 1. 


Soit la fonction f définie sur [0 , x] par f (x) = cos x. Montrer que f est une bijection 
de [0 , x] sur [— 1, + 1] (cf. $ 1.7; exercice 1). Calculer la dérivée de f-* en un point 
xde]— 1, I. 


, Soit la fonction f définie sur 


х—1. 


^ 


т 


2 + ло = sin x. Montrer que f est une 


ES 


3 
bijection de [- 2 , +5 sur [— 1, + 1] (cf. $ 1.7, exercice 2). Calculer la dérivée de 


f^^ en un point x de] — 1, + 1. 


An 


Soit la fonction f définie sur }- Zu Ze f(x) = tg x. Montrer que fest une bijec- 


tion de IB WË i sur R. Calculer la dérivée de f-1 en un point x de R. 


Si f est dérivable sur Ja , H c'est-à-dire en tout point de Ja , HL elle admet une fonction 
dérivée f’ définie sur Ja, AL Si f" est elle-même dérivable sur Ja, b[, elle admet une fonc- 
tion dérivée définie sur Ja , Al qui s'appelle la fonction dérivée seconde de f (ou la fonction 
dérivée d'ordre 2 de f) et qu'on note f". On dit que f est dérivable deux fois sur Ja, AL 
Plus généralement on définira ainsi les fonctions dérivées successives de / sur Ja, b[ 
si elles existent, fm ou f", ..., f™ appelées fonction dérivée troisième (ou d'ordre 3), 
…, fonction dérivée лізе (ou d'ordre л) de f. On dit alors que f est dérivable n fois sur 
Je, bl. 

Par analogie la fonction dérivée f’ de f sera aussi appelée fonction dérivée première 
(ou d'ordre 1) de f. 

Posons у= f(x). Les nombres у" = /"(х), у" =f"), ..., y = /'%(х) sont les 
images de x (x € а, bD par les fonctions f”, f”, fr, On les appelle dérivée seconde 
(ou d'ordre 2), dérivée troisième (ou d'ordre 3), ..., dérivée ntm (ou d'ordre n) de la 
fonction f au point x de а, H. 


EXERCICES 


1. Calculer les dérivées successives de la fonction / définie par : 
Јо) = х —3:4 83 —2x* Ex — Ll. 
Quelle est la dérivée mme d'une fonction polynôme de la variable x de degré n? Que 
peut-on dire des dérivées suivantes? 
2. Calculer les dérivées successives de la fonction / définie par : 


л = х, pour x в. 


3. Soit n un entier naturel non nul, f et g deux fonctions dérivables m fois sur Ja, AL 
Démontrer que la dérivée лізе du produit fg est donnée par la formule suivante (for- 
mule de Leibnitz) : 

Lët = fg + СЫЗ g + Ca fme! +... + Сн D, 
où les nombres Cz sont les coefficients binomiaux. 


4. Démontrer que, pour tout x réel, la dérivée nt de la fonction cosinus est : 
; 
PANE 


et la dérivée arr de la fonction sinus est ` sin (enn 


ПІ. Extensions de la notion de dérivée 


2. 9 DÉRIVÉE A DROITE. DÉRIVÉE A GAUCHE 


2) Définitions. 


Soit la fonction f : x + 


x? + | x | défini sur IR 

si x>0 fH=x+x, 
si x<0 уфдф=л—х; 
Zi -sO Gi 


étudions la limite de Zeche — ==> quand x tend vers 0. 

е Јо) ais A 

depre 5 и 0079) A 

EK z “^+! @ Dësch imG+ Del 

e Јо) № — 0070) 

Sixco7 gel а De lm ee 


La fonction f n'est pas dérivable au point x, == 0 puisque 
lim 250 Es lim ® — (0). 
2+—0 


е X— xz—0 


On dit que 1 est la dérivée de la fonction f à droite au point x, = 0 et que — 1 est la déri- 
vée de la fonction f à gauche au point x, — 0. Plus généralement : 


Soit une fonction f définie sur [xo af (xo < a). On dit que la fonction f a une dérivée 
f(x) — f(xo) 
x 
On dit alors que f est dérivable à droite au point xx 
Soit une fonction f définie sur Ja , xo] (a < xo). On dit que la fonction f a une dérivée 
* " „fi - 

а gauche au point хо si et seulement si £e) = 10) a une limite à gauche au point хо. 
On dit alors que fest dérivable à gauche au point xo. 


à droite au point x, si et seulement si 


а une limite à droite au point хо. 


REMARQUE 


Pour que / soit dérivable au point x, il faut et il suffit que ivé 
: е admette 
droite et une dérivée à gauche au point x, qui soient égales, 4 SS 


Interprétation géométrique. Bornons-nous à étudier (eem i d 
ple précédent. Soit 1 
M (x, f (x) de la représentation graphique T de f (fig. 5). n eie 


69 


ri 


Fig.5 


Si x > 0 le coefficient directeur de la demi-droite [O, M) est 1e 


est 1 quand x tend vers 0 à droite. On dit que la représentation graphique Г de f а une 
demi-tangente à droite à l’origine de coefficient directeur 1. 
Zi 


Si x < 0 le coefficient directeur de la demi-droite [O, M) est ios in 1. Sa limite 


== х + 1. Sa limite 


est — 1 quand x tend vers 0 à gauche. T' a une demi-tangente à gauche à l'origine de 
coefficient directeur — 1. 

Les deux demi-tangentes en O n'ayant pas méme support, on dit que O est un point 
anguleux. 


ExEROIOES 
1. Soit la fonction f : x 1——— | x — 1 | + | x | définie sur IR. Étudier les dérivées de f 
à droite et à gauche au point x, = 0, au point x, = 1. 
2. Soit la fonction f : x — | х? — 1 | définie sur IR. Étudier les dérivées de f à 
droite et à gauche au point x, = 1. Construire les demi-tangentes correspondantes. 
3. Soit la fonction f : x 1——— | x (x + 1) | définie sur IR. Étudier les dérivées de f à 


droite et à gauche au point x, = 0, au point x, = — 1. Construire les demi-tan- 
gentes correspondantes. 


b) Fonction dérivable sur un intervalle ouvert ou fermé. 


Nous avons vu au $ 2.4 que l'on appelle fonction dérivable sur Ja , b toute fonction déri- 
vable en tout point de Ja, EL 

On dit que f est dérivable sur [a , b] si elle est dérivable sur Ja , БГ et si elle est dérivable à 
droite au point a et à gauche au point b. (On suppose a < Б). 

On dit que fest dérivable sur Ja , --oo[ si elle est dérivable en tout point x tel que x > a. 
On dit que f est dérivable sur [a , --оо[ si elle est dérivable sur Ja, +oo et si elle est 
dérivable à droite au point a. 

On définira de méme une fonction dérivable sur [a , A ou sur Ja, b] ou sur ]—co , af ou 
sur ]—co, а]. 

On dit que f est dérivable sur ]—co , +oo si elle est dérivable en tout point de R. 


| 


2. 10 TANGENTE ET DEMI-TANGENTE PARALLÈLES Ауу 


La fonction f: x X— {/x (neIN*) définie sur IR, a été étudiée au § 1.13. 
C'est une bijection continue et strictement croissante de R, sur P. 


MS “ут 
Pour tout x > 0, 0) 70) Vx ех т 


х—0 E уч 
Si n est un entier supérieur à | опа: 
lim x" 0 
210 
lim x =0 (г 81.130) 
E 


Interprétons géométriquement ce résultat. Soit le point M (x, f (x) de la représentation 
graphique Г de Іа fonction f (fig. 6). Le coefficient directeur de la demi-droite [O , M) 


i-i 
est fe sa limite est +00 quand x tend vers 0 à droite. 


Fig. 6 


Étudions le point M, (x, уу) intersection de cette demi-droite avec la droite D d'équation 


›=1.ова %—/@ 
A V 


d'où, comme y, = 1, x, = 


x 
bei Mam. 


— 0. On peut donc dire que, quand x tend vers zéro à droite, 


On a vu que lim 4/x* 
ES 
les coordonnées ху, y de OM, ont respectivement pour limites les coordonnées 0, 1 de 
ОМ}. La demi-droite [O , Mj) est la demi-tangente à droite au point О à Г. 
т 


Plus généralement si f est continue en хо (ou seulement à droite ou à gauche) et si la 


limite de ©) — 62 est +00 ou —oo en x, (ou à droite ou à gauche еп xy), les coor- 
— X 


кет. SCHT х—% 
données de M,M sont x — xy, f (x) — f (xy) et celles de М.М, sont ro ei Let 


ont pour limites respectivement les coordonnées 0, 1 de MA (fig. 7). Nous dirons que 
la représentation graphique Г de / а une tangente (ou une demi-tangente) parallèle à 
Oy au point My. 

Nous verrons plus loin (cf. $ 4) une définition plus générale de la tangente à une repré- 
sentation graphique Г. 


Fig. 7 


exercices 
1. Soit f la fonction définie sur IR. de la manière suivante : 
si x20 Pis ух 
si x<0 Л) = ух 
Examiner si la représentation graphique Г de / admet une tangente à l'origine. 
2. Mème question pour la fonction g définie sur IR par 
ко) = МЇ. 
3. Même question pour la fonction A définie sur IR. par 
hx) = VE. 
4. Montrer que la courbe d'équation 
у= уха) 
admet des demi-tangentes parallèles à Oy à l'origine et au point (4, 9). 


"Calcul de dérivées : ex. 1 à 13-24-25. 
Différentielles et valeurs approchées : ex. 14 à 16. 
Tangente et demi-tangente à une courbe : ex. 17 à 20. 
Dérivées successives : ex. 16-21-22-23. 


Existence et calcul des dérivées des fonctions f telles que (ex. 1 à 12) : 


D 
SE 22 = 


м/о) = 


sin x + cos x 
sin x — cos x 


six — sin x + 1 
зло) ME, 24 fQ) = x —Atgtx + Sigx— 1. 


10 = dg 


27/0) = Vx М1 Xx 


16 /(х) = G1 — 1) 31 3 1. 


EE 


x+Vi-x 
291w = урта оло = A Xx 
x 

an fo = УЖ —2х+3— i a fw = УЗ+1—х ү Vetit 


Véier? уат VTT 


A М 2 
13 P ees a d prd M ou EN _— (1 + х)" (пе IN)en tout point x 


S, = С+2С+3С61+... +С. 
b) Calculer de même 


$2204 604... OT 1) 
c) En déduire le calcul de 
$,—2!C 3 QUE. +С. 
2.14 Soit la fonction f :x » ——4 x (r € Q) définie sur R$ 
a) Calculer la différentielle de f au point x, = 1. En déduire que pour A « petit » : 
A++. 
b) On supposer = — 1. Montrer quef (1 + 4) = 1 — h + rg 
Calculer f (1,000 79) par défaut avec une erreur inférieure à 10-*. 
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2.15 a) Trouver la différentielle de f : x ++ х? au point x de R. 


b) Soit un cube de métal dont les arêtes ont pour longueur хо à la température de 0 degré et 
pour longueur x à la température de degrés. On appelle coefficient de dilatation linéaire le 
nombre a tel que : 

x—x a). 


Si v, est le volume du cube à 0 degré et v son volume à £ degrés, on appelle coefficient de dilata- 
tion cubique le nombre @ tel que : 


у=» +8). 
Si h = x — xy = xo t, quelle est la valeur de la différentielle de f au point x, pour l'accrois- 
sement A de la variable х? 
Еп déduire que le coefficient de dilatation cubique est sensiblement le triple du coefficient de dila- 
tation linéaire. 
2.16 Soit f une fonction polynóme du 3* degré. Démontrer que : 
ns т 
Wach) VAER) Л M) ЛО) + M! а) + zf Q9) + f" Go). 


e = 2x5 — x! + 3 x — 7, calculer f (3,002) par défaut avec une erreur inférieure à 10-4 
Examiner si la représentation graphique Y de f admet une tangente (ou des demi-tangentes) et, 
«placer » Г par rapport à cette tangente (ou ces demi-tangentes) dans les cas suivants (ex. 17 à 20) : 

247 f(x) = Vx] à l'origine. 

28 уо) = У — D? au point (1, 0). 

219 у) = М 


2а x àlori 
229 9) = E 


пе; au point (1, 0). 


à l'origine. 


1 
х=а 


2.21 a) Calculer les dérivées successives, quand elles existent, de la fonction : x — —*« 
1+ 


b) Même question ауес la fonction : x 1—+ 


^ Я 2х3 
©) Même question avec la fonction ue 


(ков écrira sous la forme — 


2.22 a) Démontrer que, pour tout x réel, la dérivée л®=* de la fonction cosinus est : 
Е 
соз з) 


et la dérivée gr" de la fonction sinus est ` 


in (x + n3). 
En déduire la dérivée ms de la fonction : x !—— cos (ax + D) et de la fonction : 


rn sin (ax + b), a et b étant deux nombres réels donnés. 
b) Calculer la dérivée sier de la fonction : x !— sin? x en un point quelconque x de R. 


2.23 a) Soit п un entier naturel non nul, f et g deux fonctions dérivables n fois sur Ja , b[. Démontrer 


que la dérivée sr" du produit fg est donnée раг la formule suivante ibnit 
E le suivante (formule de Leibnitz) 


(fg) — [mg + Cif og + Geer +. p Caf gin … in 
SE SE 


b) Calculer la dérivée mm de la fonctiop : х 1— (а 3x — D si vh 
conque x de R. op Le + 3x — 1) sin x en un point quel 


Sujets d'étude. 
2.24 Soit la fonction f définie par : 


го) = 
70) =0 
а) Montrer que f est continue pour tout x réel. 
b) Montrer que f est dérivable pour tout x réel. 


с) Montrer que la fonction dérivée f’ n'est pas continue pour x . En déduire qu'une fonc- 
tion f peut avoir une dérivée en un point sans que la fonction dérivée f' ait une limite en ce point. 


aini six#0 


2.25 a) Calculer de deux façons différentes la dérivée, quand elle existe, de la fonction numérique f de 
1-х" 


la variable réelle : x ——+ Ine IN). 
x 


b) En déduire le calcul de la somme 
S,—142x 32331 4+... nx, 


© On suppose | x | < 1 et on pose |x | a > 0) par suite 


1 1 
1х = = Я 
A+ a) ESP SESCH 
Montrer que n | x < rs е en déduire lim n| x f". 
Calculer lim S,. 


te 


d) Soit la fonction numérique g de la variable cke: lim Je 
e EE 


(on suppose 
toujours | x | < 1). Montrer que : lim S, = g' (x). 
е) Calculer, de méme, la somme ЕЯ 
E=24+6x+ 1202 +... + л(л—1)ух%—%. 
En supposant | x | < 1, étudier, de méme, lim. X, 


+ 
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ЗІ Etude d'une fonction numérique 
d'une variable réelle. 


Ce chapitre est consacré à l'application des notions précédentes de continuité, limites, 
dérivées à l'étude des fonctions numériques d'une variable réelle. 

Le sens de variation d'une fonction se déduit, le plus souvent, du signe de sa dérivée, 
quand elle existe, mais nous avons montré que, dans certains cas, on pouvait étudier. 
ce sens de variation sans l'aide de la dérivée. 

De méme que la recherche des extremums d'une fonction peut se faire avec ou sans. 
l'aide de la dérivée, selon les cas, tandis que la recherche des points d'inflexion de la 
courbe représentative peut se faire avec ou sans l'aide de la dérivée seconde. 

Nous avons indiqué comment on pouvait, dans certains cas (fonction paire, impaire, 
périodique, etc.), réduire l'ensemble d'étude de la fonction considérée. 

Nous avons également insisté sur l'étude des branches infinies de la courbe représen- 
tative. 

Le plan d'étude ainsi dégagé est appliqué à quelques exemples qui compléteront ceux 
déjà étudiés dans les classes précédentes. 


3.1. SENS DE VARIATION 


a) Rappel de quelques définitions. 


Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I (ouvert ou fermé). On appelle 


taux d'accroissement de f entre x, et x, distincts de I le nombre fou Lee. On dit 


que f est croissante sur I si et seulement si, quels que soient x, et xy ee ат. 
LG) — fon) 
IR 
On dit que f est strictement croissante sur I si et seulement si, quels que soient x, et xy 
distincts de I : 
бә — fe). 


X — Хх 
On dit que f est décroissante sur I si et seulement si, quels que soient x; et x, distincts 
del: 
fed — fe) <o. 
х — X 
On dit que f est strictement décroissante sur I si et seulement si, quels que soient x; et xs 
distincts de I : 
Јо) -s . 
«p 


On dit que f est monotone sur I si et seulement si elle est croissante sur I ou décroissante 
sur I. 

On dit que fest strictement monotone sur I si et seulement si elle est strictement croissante 
sur I ou strictement décroissante sur I. 


Cas particulier : On sait que f est constante sur I si et seulement s'il existe un nombre 
réel k tel que, pour tout x de I, f(x) = К. On peut dire que f est constante sur I si et 
seulement si, quels que soient x, et x, distincts de I, опа f(x) = f(x) c'est-à-dire 


f(x) — SC 


DEE 


Étudier le sens de variation d'une fonction numérique f définie sur une partie D de IR 
c'est partager, lorsque c'est possible, D en un nombre fin: d'intervalles tels que sur chacun 
d'eux f soit 

ou bien constante 

ou bien strictement croissante 

ou bien strictement décroissante. 


Nous dirons que deux fonctions f et g varient dans le méme sens sur un intervalle I si et 
seulement si l'on sait partager I en un nombre fini d'intervalles partiels tels que sur cha- 
cun d'eux / et g soient toutes deux strictement croissantes ou toutes deux strictement 
décroissantes. Si, au contraire, sur chacun de ces intervalles, l'une des fonctions est 
strictement croissante et l'autre strictement décroissante, nous dirons que f et g varient 
en sens contraires sur I. Nous excluons le cas oü l'une des fonctions est constante sur un 
intervalle partiel. 


b) Étude du sens de variation sans l'aide de la dérivée. 


Composition de fonctions strictement monotones. 


Soit f une fonction strictement monotone sur I et g une fonction strictement monotone 
sur J (/(I) C J). Soit g o f la fonction composée définie sur I, son taux d'accroissement 
entre x, et x, quelconques, distincts, de I est : 


a LG) — £U(x)]. 609 — 801) Im. 


х — 9X e c у= 


en posant y = f(x), уз = f (x9) ce taux d'accroissement est strictement positif si 


£09 — £0) X —» ГО) —f63) 


*— у^ A 


et 

be et 
sont de méme signe c'est-à-dire si fet g sont toutes deux strictement croissantes ou toutes 
deux strictement décroissantes respectivement sur I et sur J; ce taux d'accroissement 
est strictement négatif si 


£09—50) 4 DSD 


»—» 3—95 


sont de signes contraires c'est-à-dire si l'une des deux fonctions f ou g est strictement 
croissante et l'autre strictement décroissante sur les intervalles correspondants I ou J. 


1. 


2. 


3. 


On peut énoncer : 


Théorème. 


Si f et g sont toutes deux strictement croissantes ou toutes deux strictement décrois- 
santes respectivement sur les intervalles 1 et J (/(1) C J), la fonction composée 
g o f est strictement croissante sur I. Si l'une des deux fonctions f ou g est strictement 
croissante et l'autre strictement décroissante sur les intervalles correspondants | ou J, 
la fonction composée g o f est strictement décroissante sur I. 


Applications. 
Ce théoréme peut aussi s'énoncer : 


Soit deux fonctions f et g strictement monotones respectivement sur les intervalles I et J 
(f (I) C D, la fonction composée g o f varie sur 1 dans le méme sens que f ou en sens 
contraire suivant que g est strictement croissante ou strictement décroissante sur J. 
C'est sous cette forme que nous allons utiliser le théoréme. Nous supposerons que l'on 
sait étudier le sens de variation de f et nous utiliserons des fonctions g connues. 


On sait que la fonction affine g : x ,— ax + b définie sur IR est strictement 
croissante sur ÎR si а > 0 et strictement décroissante sur IR si a < 0. La fonction g o f 
n'est autre que la fonction : х ,——— af (x) + b. Donc : 


sur tout intervalle où f est définie, la fonction : ж :— — af(x) + b varie dans le méme sens 
quf ou en sens contraire, suivant que l'on a :a > 0 ou а < 0. Ce résultat est indépendant 
le b. 


On sait que la fonction g : x — х? définie sur IR est strictement croissante sur 
[0 , +оо et strictement décroissante sur ]—co , 0]. La fonction g of n'est autre que 
mm: xi UI, Donc : - 


la fonction f* varie dans le même sens que f sur tout intervalle où f(x) > 0 et en sens contraire 
sur tout intervalle où f(x) < 0. 


Exercice 
1. Comparer les sens de variation de f et de f" (ne IN*). 


в А 1 A 
On sait que la fonction g : х——— з définie sur IR.* est strictement décroissante 


sur }—со‚0[ et sur Ю, --co[. La fonction g o f n'est autre que 


DES foy 
Donc : 
la fonction gue en sens contraire du sens de variation de f sur tout intervalle où f(x) а un 
signe constant. 


On sait que la fonction g : x — +/х (n € IN*) définie sur IR, est strictement 
croissante sur R4. La fonction g o f n'est autre que 7 x — 5/7 (3). Donc : 


la fonction 5/ f varie dans le méme sens que f sur tout intervalle où f(x) > 0. 
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Exemple 1. Soit à étudier le sens de variation de f : х +— 2x? + x — 3 définie 
sur R. Mettons f (x) sous sa forme canonique, pour tout x réel : 


fe 2 (e i- 


nous indiquons, dans un tableau, le sens de variation de chaque fonction auxiliaire en 
précisant le théoréme employé : 


1 
x —oo -3 +00 


х+ 


AA 1 
бк Der EE 
d 


(application 2) 


QE 25 
DEE —% 
(application 1) 


2 1 
Exemple 2. Soit à étudier le sens de variation de f : x —— at 


définie sur 


IR — (1). Mettons f(x) sous sa forme canonique. Posons х—1= X ou encore 
x= 1 + X; pour tout x 5 1 c'est-à-dire pour tout X 5 0 : 


X) 1_2Х+3 
Me 
= 
x оо 1 +оо 
x—1 m AME TE 


1 


Fei QM bos 


(application 3) 


(application 1) 


Exemple 3. Soit à étudier le sens de variation de f : х — М? x? + 1 définie 
sur R. 


x —00 0 +оо 
x Ex 0 Ke 

VEM 1) 2: 1 6 

ада bi 1 Bd 


Addition de fonctions strictement monotones. 


Soit deux fonctions f et g variant dans le méme sens sur un intervalle I. Quels que soien 
X, et x, distincts de I, le taux d'accroissement de f + g entre ху et x, est ` 


Dal + еба) — Ло) — еб) _ Zei — f) | tal — 8). 


SE? EE LEE" 
il est du signe commun de C9 SOD a de 209) — 200), 
x SE 


On peut énoncer : 


Théorème. 


Si f et g varient dans le même sens sur un intervalle I, leur somme f + g varie sur | 
dans le même sens que / et g. 


Exemple 4. La fonction f: x + — 2 x + 1 définie sur IR est strictement décrois- 


1 E | i 
sante sur R. La fonction g : х — x définie sur IR * est strictement décroissante 


sur ]—оо,0[ et sur }0, +-оо[. Donc la somme f+g: х — —2х+1+4 


définie sur IR* est strictement décroissante sur ]—o,0[ et sur 10, -+-оо[. 


EXEROICES 


Stir 
х+1 


(On mettra f(x) sous la forme f(x) = ax + b + z т°п posant x + 1= X.) 


2. Étudier le sens de variation de f : х »——— 


définie sur R — (— 1). 


3. Démontrer que si f et g varient dans le méme sens sur I et si f(x) > 0 et g (x) > 0 
pour tout x de I, fg varie sur I dans le méme sens que fet g. 


с) Emploi de la dérivée. 


Nous allons donner des théorémes permettant de déduire le sens de variation d'une 
fonction du signe de sa dérivée. Leur emploi est souvent plus commode que l'emploi des 
définitions ou des théorémes précédents. 
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Nous raisonnerons sur un intervalle ouvert I de IR, mais on verra que les résultats s'éten- 
dent aussi au cas ой I est fermé. 

Si f est constante sur I, on sait que cette fonction admet une dérivée nulle en tout point 
de I. 

Réciproquement nous admettrons que si f admet une dérivée nulle en tout point de I, 
alors f est une fonction constante sur I. Donc 


Théorème 1. 


Une fonction est constante sur un intervalle І si et seulement si elle admet une dérivée 
nulle en tout point de I. 


Soit f et g deux fonctions dérivables et ayant la méme dérivée en tout point de I. Nous 
avons donc 


rei Л) – (0) = 0, 


la fonction f — g а une dérivée nulle en tout point de I donc, d'après le théorème précé- 
dent, f — g est une fonction constante sur I. Donc 


Corollaire. 


Si deux fonctions / et g ont la même dérivée en tout point d'un intervalle I, f — g est 
une fonction constante sur І. 


Soit f une fonction dérivable et croissante sur I. Sa dérivée en un point quelconque x de I 
est 


0) We Sath- fe) 


D h 


x+ h (h 0) étant un nombre quelconque de I. Puisque f est croissante sur I, on a 


/@«+ Ро) _ 


Е > 0. Montrons que la limite /" (x) ne peut être négative. En effet, si 


f'(x) < 0 il existe (cf. $ 1.8 b) un intervalle pointé de centre zéro tel que, pour tout 4 de 


cet intervalle pointé, on ait ZE) 


f + һ) — fe) 
h 


du signe de sa limite f’ (x) donc 


<0, cequiest impossible. Nous venons donc de démontrer que si f 


est dérivable et croissante sur І, опа /'(х) 20 еп tout point x de I. 

Si f est dérivable et strictement croissante sur I, par un méme raisonnement on aboutit 
à la méme conclusion c'est-à-dire que /' (x) > 0 en tout point x de I, mais on ne peut 
avoir f' (х) = 0 en tout point d'un intervalle Ja , b[ (а, H C I) car, d’après le théorème 1, 
f serait constante sur Ja, b[ ce qui est contraire à l'hypothése : f strictement croissante 
sur I. Nous venons donc de démontrer que si f est dérivable et strictement croissante 
sur L ona /'(х) > 0 en tout point x de I sauf en des points isolés où f” (x) = 0. 
Réciproquement nous admettrons que si fest dérivable sur I et si f’ (x) > 0 en tout point x 
de I, alors fest croissante sur I et nous admettrons que si fest dérivable sur I et si f” (х) > 0. 
en tout point x de I sauf en des points isolés où f” (х) = 0, alors f est strictement crois- 
sante sur I. 


3. 2. RÉDUCTION DE L'ENSEMBLE D'ÉTUDE D'UNE FONCTION 


Nous pouvons énoncer : 


Théorème 2. 


Soit une fonction f dérivable sur un intervalle І. La fonction f est strictement croissante 
surl seulementsi' (x) > Oen tout point x de I sauf en des points isolés où f'(x) = 0. 


On démontre de même que : 


Théorème 3. 


Soit une fonction f dérivable sur un intervalle І. La fonction f est strictement décrois- 
sante sur І si et seulement si f'(x) < 0 en tout point x de I sauf en des points isolés où 
о) = 


Soit f une fonction numérique d'une variable réelle dont le domaine de définition est 
une partie D de R. Au lieu d'étudier f sur D, on peut quelquefois étudier f seulement 


sur une partie D, plus simple (D, C D) et en déduire l'étude de f sur les autres parties 
de D. 


а) Fonction paire. 


Définition. 
Une fonction f, de domaine de définition D, est paire si et seulement si 
(xeb) Tt x) = f(x). 
Quand x décrit un intervalle I (I C D), = — x décrit un intervalle 1'(1' C D). Des 


propriétés de f sur I nous allons déduire des propriétés de f sur T, 
Si f est constante sur I c'est-à-dire s'il existe un nombre réel К tel que, pour tout x de I, 
f(x) = К alors pour tout x’ de I' on a, en posant x' = — x, 

ЛО) = /(— х) -fe)—k 
donc si f est constante sur I, elle est aussi constante sur 1' et prend la méme valeur que 
sur I. 
Si f est strictement monotone sur I, quels que soient x; et x; distincts de 1' les nombres 


Xı = — xj et xa = — x; sont deux nombres distincts de I et l'on a 
Јо) Лоа)  fC-x)—fC- x) _ fi) — f) 
Et? C x)— (= x) mm 


les taux d'accroissement de / entre х, et x; d'une part et entre x, et x, d'autre part sont 
opposés donc si f est strictement croissante (resp. décroissante) sur I, elle est strictement 
décroissante (resp. croissante) sur I'. 

Le plan (affine) étant rapporté à des axes rectangulaires xx, y'y, les points M (x, f (x) 
et M' (— x, f (— x) sont symétriques par rapport à y'y. Quand x décrit I, x' = — x 
décrit 1' et les ensembles décrits par M et M’ sont symétriques par rapport à у'у (fig. 1). 

Il suffira donc d'étudier f sur [0 , --оо[ (ensemble de définition, sens de variation, repré- 
sentation graphique) pour en déduire l'étude de f sur ]—co , 0]. 
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Fig. 1 


ebe 


| 


y 


REMARQUE 


Fig.2 


Plus généralement soit une fonction f, de domaine de définition D, telle que 
Wee /а—х=/(х), 


а étant un nombre réel donné. Si a = 0, nous retfouvons le cas particulier précédent 
d'une fonction paire. 
Le plan étant rapporté à des axes rectangulaires x'x, у'у, considérons les points 
M (x, f (9) et M' (a — x, (a — х). Le milieu du segment [M, M'] а pour coor- 
données 
xta- 
2 


2 а +t Ле =® aR 


donc ce point appartient à la droite d'équation x = HIS 2) 


Cette droite est un axe de symétrie pour la représentation graphique de f. On peut 
ге en posant x = 5 + X. 


d'ailleurs se ramener au cas précédent d'une fonction 
Quand x décrit le domaine de définition D de f, X décrit une partie А de IR et l'on a 


axey 8-х) =s +x): 


Soit e la fonction : X ——оо=/ + х) définie sur А. Оп а 
ŒXEA) ф(—хХ)=ФОО 


donc la fonction est paire. 
Il suffira donc d'étudier g sur [0 , +-оо[ ou encore d'étudier fsur É A E 


Étudier si f est paire ou s'il existe un nombre réel a tel que, D étant — domaine de 
définition de f, 


хер) Ла a 70). 
Indiquer, dans chaque саз, le domaine de définition. 
1f9- zu 
279 = ALERT] 
лә A р 
3. Јо) = V/cos2x — cosx. 


4. f(x) = sinx — sin? х. 
5. ЈО) = (х – 1 + (х—15+2. 


b) Fonction impaire. 
Définition. 


Une fonction f, de domaine de définition D, est impaire si et seulement si 
sept f(-x) = – f(x). 


Quand x décrit un intervalle I (I C D), x' = — x décrit un intervalle I' (1' C D). Des 
propriétés de f sur I, nous déduirons des propriétés de f sur 1' que nous énoncerons (les 
démonstrations sont les mémes qu'au sous-paragraphe a) précédent et ont été données 
en classe de Première) : 

Si f est constante sur I, elle est constante sur T’, et les valeurs prises par f dans ces 
deux intervalles sont opposées; 

si f est strictement croissante sur I, elle est strictement croissante sur I'; 

si f est strictement décroissante sur I, elle est strictement décroissante sur 1'. 

Les points M (x, f (x)) et M' (— x, f (— x)) sont symétriques par rapport à O (fig. 3). П 
suffira d'étudier f sur [0 , +-co[ (ensemble de définition, sens de variation, représentation 
graphique) pour en déduire l'étude de f sur ]—oo , 0]. 


Fig.3 
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REMARQUE 
Plus généralement soit une fonction f, de domaine de définition D, telle que 
(xcD fal fa 
а étant un nombre réel donné. Si а = 0, nous retrouvons le cas particulier précédent 


d'une fonction impaire. Е 
Considérons les points M (x, f (x)) et M’ (a — х, f(a— x). Le milieu А du seg- 
ment [M , M'] a pour coordonnées 


xta—x a fG)-fa— e 
=F ar E 2 
donc A est fixe et représente un centre de symétrie pour la représentation graphique 


de f (fig. 4). 


Fig. 4 


a 
On peut se ramener au cas précédent d'une fonction impaire en posant x = 5 +х. 
Quand x décrit le domaine de définition D de f, X décrit une partie A de R et l'on a 


axe» уф —х)=—/ + х). 


Soit e la fonction: Nr 900 = sG + x) définie sur A. On a 
Хед) 9(— Х) = -X 
donc la fonction 9 est impaire. 


П suffira alors d'étudier ф sur (0, --oo[ ou encore f sur в й +. 


ExEROIOES 
Étudier si f est impaire ou s'il existe un nombre réel a tel que, D étant le domaine de 


définition de f, 
(qxeD) /@—х=—/0д. 


Indiquer, dans chaque cas, le domaine de définition. 


єлә = ELE. 


Ма 5 +4 


т. д) = E: 

8. f(x) = cos! x зіп2 х. 
cos3x 

Л) = тшу 


c) Fonction périodique. 


Définition. 


Une fonction f, de domaine de définition D, est périodique si et seulement s'il existe 
un nombre P > 0 tel que 


"sep 


f(x + P) = f(x). 


On dit que P est une période de f. Nous avons aussi 
(xcD) fœ+2P)=fix + P)+P]= f(x Р) = /(х) 


donc 2 P est aussi une période de f et plus généralement on montrera par récurrence 
que KP (k € IN*) est aussi une période de f. Lorsque nous parlerons d'une période d’une 
fonction f, il s'agira toujours de la plus petite période (strictement positive). 

On montrera aussi par récurrence que, pour k € N*, 


(xeD) fx — КР) = f(x) 


Finalement on peut écrire : 
(үхер) (keZ) f@œ+kP)= fo). 


Quand x, décrit un intervalle 1, (Ij C D), x, = xs + КР (k € Z) décrit un intervalle 
1, (I C D). Des propriétés de f sur I,, nous déduirons des propriétés de f sur I. Ces 
propriétés ont été vues dans la classe précédente (voir cours de Première). Nous les énon- 
cerons : 

si fest constante sur Tọ, elle est constante sur 1, et prend la méme valeur que sur I; 

si f est strictement croissante (resp. décroissante) sur Tọ, elle est strictement croissante 
(resp. décroissante) sur I. 

Puisque f (xy + KP) = f (xy), le point М, (xo, f (x9) а pour image le point М, 
(xo + KP, f (xo + КР) par la translation de vecteur T; de coordonnées (КР, 0) (fig. 5). 


y 


Fig. 5 


Lorsque хе décrit I, Mọ décrit un ensemble C, et М, décrit l'ensemble C, déduit de Co 
par la translation de vecteur Ту. 
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П en résulte que lorsqu'on aura étudié f sur un intervalle d'amplitude P c'est-à-dire un 
intervalle de la forme [a , a + РІ (a nombre réel donné), оп en déduira l'étude de f sur 
tout intervalle de la forme 


la--kP,a-cF(k--DP[ (Кє7). 


Les exemples suivants vont montrer comment on choisira a. 


EXEMPLES 


1. Si x est un nombre réel quelconque, il existe un entier relatif k tel que k < x < k + 1. 
Cet entier relatif s'appelle la partie entiére de x que nous noterons E (x). 
Soit la fonction f : x 1———* x — E (x) définie sur R. 
Si kx «k--l ona k+1<x+1<k+2 donc E(x+1)=E()+1 
et 


(xe) fett SACH 
donc f est périodique, de période 1. On étudiera f sur un intervalle de la forme 
la, a + Ц. Ilest commode ісі de prendre a = Ocarsi 0< х < 1, ona Е(х) = 0 
a f(x) = x. La fonction f est continue et strictement croissante sur [0, 1[ et sa 
représentation graphique est simple. On déduira les autres parties de la représentation 
graphique de f par translation de vecteur T, (k, 0), k € Z. (Faire la figure.) 


х+1—Е(х+1)=х+1—Ебф)— 


Soit la fonction g: x!— x — E Lk — 1) définie sur R. 


Si k&x-ickkh ona kiexrti-ickei donc 


в (5+1) =в(:- RER 


(хє) se pxsr-E( 1-3 
=x+1-E| SE ET 


donc g est périodique, de période 1. On étudiera g sur un intervalle de la 
forme [a , a + Ц. Mais il serait maladroit de choisir a = 0 car pour x = H €, 1E 
la fonction g est discontinue. 


Si о<х-}<! c'est-à-dire si ie ona 


g (x) = x. Il est donc indiqué de prendre a = it d'étudier g sur [ НЯ 


valle, g est continue et strictement croissante et sa représentation graphique est simple. 
On déduira encore les autres parties de la représentation graphique de g par trans- 


lation de vecteur T, (k, 0), k € Z. (Faire la figure.) 


2. Soit la fonction f: x +———= соз?х sin 2 x définie sur IR. Elle est périodique, de 
période т. On l'étudiera donc sur un intervalle d'amplitude т. Cette fonction est 


impaire, il suffit donc de l'étudier sur I E Son étude sur [- 30] s'en déduira 


|. Sur cet inter- 


(propriétés des fonctions impaires). Nous aurons alors étudié f sur [- 33] аш 


est un intervalle d'amplitude т. Nous déduirons alors l'étude de f sur les autres inter- 
valles d'amplitude т (propriétés des fonctions périodiques). 


3. Soit la fonction f : x '———— sin x — sin*x définie sur R. 
Nous avons 


WI (xeR) Дх+?2т)у=/0) 
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donc f est périodique, de période 2 т. On l'étudiera donc sur un intervalle d'ampli- 
tude 2 т. Nous avons aussi 


o (xeR) /(кх—х=/0б) 


la courbe représentative de f admet donc Ia droite d'équation x = 7 comme axe de 
symétrie, nous étudierons donc f sur un intervalle d'amplitude т, l'une des bornes 
étant 5, c'est-à-dire [- P; [> a 


7 13 
Si nous étudions fsur [- 313]: nous en déduirons l'étude sur E 3] compte tenu 


de (2). Nous aurons alors étudié f sur [- lauden un intervalle d'amplitude 2. 


Nous en déduirons ensuite l'étude de f sur les autres intervalles d'amplitude 2x 
compte tenu de (1). 


REMARQUE 


Fig. 6 


Plus généralement soit une fonction f, de domaine de définition D, telle que 
(үхер) — f&-P-—/0)4Q, 


P # 0 et Q # 0 donnés (lorsque Q = 0 on a une fonction périodique). 
On peut écrire 


(4xceD) Tiet 2р) = f(x Р) + P] = f(x + P) + Q = f(x) + 2Q 
et plus généralement (raisonner par récurrence) : 
(үхєр) YkEZ) (+ КР) = f(x) + kQ. 


(2,)+ка 


(22). 


Le point M, (хь. (xy) а pour image le point М, (x, + KP, f(xo + KP)) par la 
translation de vecteur T, (kP, КО) (fig. 6). 

On se bornera à étudier f sur un intervalle d'amplitude P. (Si f est constante ou 
strictement croissante ou strictement décroissante sur Ip, quand x, décrit I, х + ЕР 
décrit Iş, on montrera, à titre d'exercice, que f est constante ou strictement croissante 
ou strictement décroissante sur 1). 
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EXERCICES 
Réduire l'ensemble d'étude de f dans les cas suivants ` 

10. /(х) = (— D? [x — EG). 

п. Ло) = [x — ВО) + EG). 


12. f(x) = Vcos2x — cos x. 


DIES RES 
44. f(9) = sin + sin Z + зїп. 


15. f(x) = x — 2sinx. 


8. 3. EXTREMUMS D'UNE FONCTION NUMÉRIQUE D'UNE VARIABLE 
RÉELLE 


2) Définitions. Exemples. 


Définitions. 


Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle 1 de R et xo €l. 
On dit que / admet un maximum relatif /(x;) en xo si et seulement s'il existe un 
intervalle l' de centre хо tel que 


(Mxelnl) Ах) < f(xo). 


Оп dit que f admet un minimum relatif /(x;) en хо si et seulement s'il existe un inter- 
vallo l’ de centre хо tel que 


seint f(x) > f(xo). 


Nous dirons que Ted est un extremum relatif si c'est un maximum relatif ou un minimum 
relatif. 

Supposons que l’on ait pour tout x de I : f(x) < f (xo) (resp. f (x) > f (9), on dit que 
ГО) est un maximum absolu (resp. minimum absolu); un maximum absolu ou un 
minimum absolu, c'est-à-dire un extremum absolu, est donc un cas particulier d'extre- 
mum relatif. 


ЕХЕМР! 


1. Soit la fonction f définie pour toute valeur strictement positive de х раг : 
s о<х<1 — f(-i 
a x»1 JS = xt. 


E 1 А " * " 
La fonction : x 1— — X est strictement décroissante sur 18° donc aussi sur 


10,1]. La fonction : x —— х? est strictement croissante sur IR, donc aussi 
sur ]1 , + oo[. D'où le tableau de variation de f : 


et Гоп peut conclure que dans l'intervalle I — 10, + оо[, la fonction f présente un 
minimum relatif égal à + 1 pour x, = 1. (C'est d'ailleurs le minimum absolu de f 
sur RY). 


b) Emploi de la dérivée. 


Supposons f dérivable sur un intervalle I de centre хо. 
Si, par exemple, Га un maximum relatif f (xy) en x, il existe un intervalle I' de centre xo 
tel que. 


(qxcetn fW <S). 
Soit INT =] xo — h, xo + AL 


pour tout x de кь —h,xd mt 00769) > 
pour tout x de ]x, , xo + AL m (x) < 0. 
On а donc 
lim m@)>0 et lim mQ)«0; 


zeg zrno 


la fonction f étant dérivable en xo ces deux limites sont égales à f'(xo); d'où 
f' (920 et f'(x) €0 donc f'(x) = 0. 

On ferait le méme raisonnement pour un minimum relatif en хе, f étant toujours supposée 
dérivable sur un intervalle I de centre xy. On peut donc énoncer : 


Théoràme 1. 


Si f est dérivable sur un intervalle de centre xo et si / présente un extremum relatif en 
хо, оп a f'(xo) = 0. 


Réciproquement si fest dérivable sur un intervalle I de centre хо et si la dérivée s'annule 
еп xy en changeant de signe, il résulte des théorèmes 2 et 3 du $ 3.1 с que Гоп a l'un des 
deux tableaux de variation suivants, sur un intervalle Je — A, x + NM (h< 0) : 


xi xk X dck: ` Ah X* хф 


го) "uM == го с ek 


fo) me ne од ie o 


се qui montre que Га un extremum relatif еп xy. Nous pouvons énoncer : 


Théoràme 2. 


Si f est une fonction dérivable sur un intervalle de centre хо et si la dérivée s'annule en 
хо en changeant de signe, la fonction f admet un extremum relatif en хо. 
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EXEMPLE 


2. Soit la fonction f: x '— —» х? — 3 x définie sur R. Elle admet une dérivée en 
tout point x réel qui est f’ (х) = 3 (х? — 1). On sait étudier le signe de cette dérivée 
d’où le tableau de variation : 


x Ec э 1 +оо 

fe OPE 

fe x" T SRE и 
Cette fonction f admet donc un maximum relatif pour х = — 1 qui est /(— 1) = 2. 
Elle admet un minimum relatif pour x = 1 quiest f (1) = — 2. Notons que /(— 1) = 2 


n'est pas un maximum absolu car il existe des nombres x de l'ensemble de définition 
de f tels que f (x) > 2, par exemple f (3) = 18 > 2. De méme f (1) = — 2 n'est pas 
un minimum absolu car, par exemple, /(— 3) = — 18 < — 2. 


REMARQUES 


1. Le théorème 2 ci-dessus nous donne une condition suffisante pour que f admette 
un extremum en x, mais cette condition n'est pas nécessaire. Еп effet, dans l'exemple 1 
précédent, la fonction f définie sur R$ par : 


si 0<x<1 sw=: 
si xl Хо) = х? 


présente un minimum еп ху = 1 mais f n'est pas dérivable en x, = 1 саг, еп ce point 
elle admet une dérivée à gauche qui est — 1 et une dérivée à droite, qui est + 2. Le 
point de coordonnées (1, 1) est un point anguleux pour la courbe représentative de f. 


2. D'autre part, dans le théorème 2, si f" existe et si f’ (xj) = 0 il est essentiel que la 
dérivée s'annule en x, en changeant de signe pour affirmer l'existence d'un extremum 
еп хо. Par exemple, la fonction f: x »——— х? définie sur R, est bien dérivable 
sur IR et on a bien f’ (0) = 0 mais pour tout x Æ 0, f" (х) > 0, la fonction fest stricte- 
ment croissante sur IR, elle ne présente pas d'extremum pour х = 0 bien quef” (0) = 0. 


3. 4. POINT D'INFLEXION 


a) Définition. Exemples. 


1. Soit la fonction f définie sur IR par : 
si х<0 
si x20 го) 


Nous avons : 
si x«0 — f')o —4x»0 
si x20 — f'- 2x20 
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d'où le tableau de у; 
tend vers +00 ou —oo : 


ion de f dans lequel nous avons indiqué les limites de f quand x 


x —оо 0 +оо 


го) KENE t 


ESCH 
х) H 
Л) eet Sr 


d’où la courbe représentative Г (fig. 7). 


Fig. 7 


Pour x = 0, la fonction : x ,———> x? a une dérivée à droite nulle, la fonction : 
xc — 2x? a une dérivée à gauche nulle, donc la fonction f а une dérivée 
nulle pour x = 0 et la courbe Г admet х'х comme tangente en О. 
Nous remarquons que, pour x — 0 les points de Г appartiennent au demi-plan défini 
par y — 0 tandis que pour x >> 0, les points de Г appartiennent au demi-plan défini 
par у > 0. La courbe Г « traverse » donc sa tangente en О. On dit que О est un point 
d'inflexion pour Г. 
2. Soit la fonction f définie sur IR. par f (x) = — 33 + x. 
Cette fonction est impaire donc il suffit de l'étudier sur [0 , --oo[ : 
Го) = – 3+1 

et lim f(x) = lim (— x3) = —oo 

zem zem 
d'où le tableau de variation 


93 


b) Emploi de la dérivée seconde. 


Sur l'exemple 2 précédent, f" (x) — — 6 x et cette dérivée seconde s'annule en x, — 0 
en changeant de signe. 


Plus généralement, supposons une fonction f dérivable deux fois sur 
I= р hx + 06 0), 
la dérivée seconde s'annulant en x, en changeant de signe : La courbe représenta- 


Fig. 8 tive Г de la fonction f admet une tangente T en М, (xo, f (xo)) non parallèle à y'y 
et d'équation : 


у= f Gg) + (x — xf (хо). 


Comme dans l'exercice 2 précédent, soit M et P les points respectivement sur Г et sur 
T de méme abscisse x (x € I), ils ont méme projection H sur x'x parallèlement à у'у 


(fig. 10). Étudions le signe de PM. Pour cela étudions le sens de variation de la fonc- 
tion ф définie sur I par 
еб) = РМ = HM — HP = f(x) — /() — (х — xf" (x). 

Puisque f est dérivable deux fois sur I, pour tout x de T, ona : 

#'од=/'о)—/' (0 

EECH 
у" (х) s'annule en x, en changeant de signe donc deux cas peuvent se présenter corres- 
pondant respectivement aux figures 10 et 11 : 


—h X хо dh 
E wis : Е Fig. 10 
a) ny } Ra 
жа Fig. 9 sta Es b SN 
z’ x ——IM———— 
PM = e) Е | EST 
x x — A % xy 
й, ra) e b + 
| n | 
| La fonction étant impaire, la courbe représentative Г (fig. 8) admet l'origine О comme ro Ee 
| centre de symétrie. Puisque /'(0) = 1, la courbe Г admet une tangente T en О de ] 
coefficient directeur 1. Cette tangente T est donc la droite d'équation y — x. Précisons Foe. F o Ee 
| la position de Г par rapport à T. Soit M et P les points respectivement sur Г et sur T de 
| méme abscise x (fig. 9), ils ont méme projection Н sur x x parallèlement à улу : ecce eum 
{| PM—HM-—HP—(—x + х) — х= — АЗ 
| À és Théorème. 
| ] si x>0 , ona РМ <0 et M est « au-dessous » de la droite Т, Si f est une fonction dérivable deux fois sur un intervalle de centre x, et si la dérivée 
| si х<0 ‚ ona РМ Oet Mest«au-dessus» de ln droite T. seconde s'annule en хо en changeant de signe, la courbe représentative de la fonction f 


| Р фі е admet un point d'inflexion d'abscisse хо. 
` Donc au point О la courbe Г « traverse» sa tangente : О est un point d'inflexion de Г. 


З. 5. ASYMPTOTES 


Remarquons que ce théorème ne donne qu'une condition suffisante d'existence d'un 
point d'inflexion. Elle est vérifiée dans l'exemple 2 précédent, mais dans l'exemple 1 
ona: 

si x<0 — f'Q)g-—4x 

si x20 Tri 2x 
donc la fonction f'a, au point x, = 0, une dérivée à gauche — 4 et une dérivée à droite 2, 
donc f" n'est pas définie au point xy = 0 : l'origine est pourtant un point d'inflexion. 


EXERCICE 


Étudier les points d'inflexion éventuels des courbes représentatives des fonctions 
f, g, h définies раг 
Го) = 3, в() = хб, hQ)- 2x. 


Généraliser. 


Le plan (affine) étant rapporté à un repère quelconque (O, 1,7), soit Г la représentation 
graphique d'une fonction numérique / de la variable réelle x. Si l'un des nombres au 
moins | x | ou | f(x) | peut prendre des valeurs aussi « grandes » que l'on veut, on dit 
que Г a une (ou plusieurs) branches infinies. Précisons ces notions. 


a) Asymptote parallèle à l'axe «x. 


Supposons que lim. f= a ce qui signifie que : lim f 
IERCH p 


soit D la droite d'équation y — a (fig. 12). 


Jy 


Fig. 12 


Comme dans l'étude d'un point d'inflexion, soit M et P les points respectivement sur Г 
et sur D de méme abscisse x, étudions PM. 


РМ = f(x) — a 


donc 
lim РМ 0. 


Was 


Soit Lo une droite fixe non parallèle à D, L la droite passant par M et parallèle à Lo, 
elle coupe D en Q. Si k est un vecteur directeur de Ly, QM = QM Ё. Le bi-point (Q, M) 
est la projection du bi-point (P, M) sur la droite L parallèlement à D. Si PM 0, le 
rapport tu est constant (propriété des projections). Posons рш = 10-0 fixe), 


оп a donc ОМ = АРМ, ce qui est encore vrai si РМ = 0. Donc pour tout point M 
der: 


QM = à PM = à [f (x) — а] 
et lim ОМ — 0. 


lejet æ 


Ce résultat est indépendant de x donc de k, donc de la direction de Lo, non parallèle à D; 
il ne dépend que de la fonction f. En particulier dans le plan affine euclidien, en prenant 
L, perpendiculaire à D, la distance de M à D tend vers zéro lorsque x tend vers +00 
ou —оо. 


Définition. 


La droite d'équation y = a est une asymptote à la courbe représentant / si et seulement 
si lim f= a. 
biete 


Notons que le signe de PM = f (x) — a permet de « placer » la courbe par rapport à 
son asymptote (lorsque ce signe est constant sur une demi-droite [хе , +00[ ou ]—оо, sell. 


exemPLES 
: um Zeie ” 
1. Soit 1а fonction f: xi— 2233 — de la variable réelle x. 
lim f= lim 22 = 2 donc la droite D d'équation y = 2 est une asymptote 


kiete dete 27 
à la courbe représentant f. 


== a = 
вм 220+ 


2&+х—1_,__3х—5 
#—х+2 WEE) 

le trinóme х? — x + 2 n'a pas de racines donc il est toujours du signe du coefficient 
de х? c'est-à-dire qu'il est strictement positif quel que soit x et le signe de PM est celui 
de 3x—5: 


si x» » РМ — 0 courbe « au-dessus » de l'asymptote (fig. 13) 


si x <5 ‚ PM <0 courbe « au-dessous » de l'asymptote. 
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Fig. 13 


D 


sinx 


2. Soit la fonction f: x i ——- Iu définie sur R* 


Pour tout x # 0, 


1 
et lim = 0 donc 
biete Га 


signe constant sur une demi-droite de la forme [хо , Lee ou ]—оо, xel. 


b) Asymptote parallèle à l'axe у'у. 
Supposons que l'on ай lim f= +оо. Soit D la droite d'équation x = a, consi- 
ET 


dérons les points М (х, To et P (a f(x) (бв. 14) 


Jy 


Fig. 14 


PM—x—a e lim PM—0. 


Ed 
Si L, est une droite fixe non parallèle à D, de vecteur directeur Å, soit L la droite passant 
par M et parallèle à Lo, elle coupe D en Q. Comme précédemment QM = PM (А 0 
fixe) pour tout point M de la courbe Г, et іт QM = 0. Donc quelle que soit la 
E 
direction de L, non paralléle à D, nous avons simultanément 
lim QM—0 et lim. f— оо 
2810 E 
ce résultat ne dépend que de la fonction f. On fera une étude analogue si lim f= —оо 


De 


ou lim /= Боо ou lim /=—оо. 
s. 
Définition. 


La droite d'équation x = a est une asymptote à la courbe représentant f si et seulement si 


lim f= +оо ou lim /= —со ou lim f= +оо ou lim f= —oo 
m aei 20 zreo 


3. Soit la fonction f: xi——— 2% + 3 définie sur R — {1,2}. 
(x — 1) (x — 2} MS 


nous avons 2х + 3 > 0 pour х2 3 


х= 1> 0 pour x>1 


A 


Fig. 15 
1 2 > 

et lim Tee , lim f— —ee 

E Eu 

lim f— оо , lim f— Foo (fig. 15) 

EX] E 
les droites d'équations х= 1 et х= 2 sont des asymptotes à la courbe repré- 
sentant f. 
(On notera que lim f= 0 donc Гахе x'x est aussi une asymptote, mais nous ne 

db 


nous sommes préoccupés que des asymptotes parallèles à »'y.) 
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c) Asymptote d'équation у = ax + b. 


Soit D la droite d'équation y = ax + b. Quels que soient les coefficients a et b, la droite D 
n'est pas parallèle à y'y, tandis que D est parallèle à x'x si et seulement si a = 0. 
Supposons que lim [/(х) — ax — b] = 0 ce qui signifie que : 

Weis 


lim [fG) — ах — 5] — 0. ou lim [f(x) — ax — b] = 0. 
rem a 


Soit Г la courbe représentant f, M et P les points respectivement sur Г et sur D de méme 
abscisse x, ils se projettent en H sur x'x parallèlement à у'у (fig. 16). ; 


Fig. 16 


HM — HP = f (x) — (ax + b) 


donc lim PM = 0. 
ON 


Si nous considérons encore une droite fixe Ly non parallèle à D, de vecteur directeur k, 

la droite L passant par M et paralléle à Ly coupe D en Q et nous avons, comme précé- 

demment, pour tout point M de T : QM = АРМ (à 0fxe)et lim QM = 0. 
E 

Ce résultat est indépendant de la direction de L, non parallèle à D; il ne dépend que de 

la fonction f. 


Définition. 
La droite d'équation y = ax + b est une asymptote à la courbe représentant f si et 
seulement si, lim. [f(x) — ax — b] = 0. 

biete 


ee oco Pu RR Jum c A 


Dans le cas ой a 7^ 0, cette asymptote n'est pas parallèle aux axes de coordonnées, on 
dit que c'est une asymptote oblique. 

Notons que le signe de РМ = f (x) — ax — b permet de « placer » la courbe par rapport 
а son asymptote (lorsque ce signe est constant sur une demi-droite [хо, -оо[ ou 
1-0 , х). 


Recherche de cette asymptote. 


Pour avoir 
m lim 170) — ax — 6] = 0 


labem 


il faut et il suffit que l'on puisse trouver une fonction ф définie sur une demi-droite 
Los +оо ou ]—ce,x,]et telle que pour tout x de cette demi-droite : 


о fG)-ax--b--e(x), avec lim 9—0. 
Wer 


Remarquons qu'une condition nécessaire d'avoir (1) ou (2) est : 


sia 0 fa pour limite +00 ou — quand x tend vers +-00 ou —oo 
зїа = 0 fa pour limite un nombre b quand x tend vers +00 ou —оо. 


EXEMPLES 


4. Soit f: x, définie sur IR — {1}. 


x 
Ona lim (x) = lim 2. lim х = —оо 


lim f(x)= lim x= +00, 
eem cem 


Cherchons à mettre f (х) sous la forme ax + b + qui est de la forme (2). Pour 


x 
cela posons x — 1 = X, par suite х= 1 + X. 
Pour tout x # 1 c'est-à-dire pour tout X 0 : 


LTXU-X _XI+3X +1 1 
Јо) = x -27H X43 


Л et än 1 


On a bien, pour tout x 4 1 : 
(х) = х+2 АЁ i = 
ГО) 2496) ave p= т etona lim p=0; 


La droite D d'équation y = x + 2 est une asymptote à la courbe représentant f. 
PM-/()-x—2- 


si x1 , PM>0 , la courbe est «au-dessus » de D (fig. 17). 


si x «1 , PM<O , la courbe est « au-dessous » de D. 


(On notera que Би. f= +оо et lim f= —oo donc la droite d'équation 
E pw] 


` 
x = 1 est aussi une asymptote; on ne s'est préoccupé, ісі, que des asymptotes d'équa- 
tions de la forme у = ax + b). 


Fig. 17 
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5. Soit: х—— définie sur R — (1). On a 


Lr 30 
KE 
lim ma = lim Š= lim x = —oo 


lim f@)= lim x= +оо. 

ml x 
Comme précédemment, posons x — 1 = X, par suite x — 1 + X. 
Pour tout x # 1 c'est-à-dire pour tout X # 0 : 


_а+х»* _XI+3X + 3X +1 Geet 
ma e eg KE At Së 


EE 


qui est de la forme : 
Q Јо) = х+2+Ф09, 
з 1 Р : 
awe #0) = LM + атр «опа bien Jee 
La droite D d'équation y = x + 2 est donc une asymptote à la courbe représentant f. 


EE 

м 
si х>2 et xx 1, РМ > 0 courbe « au-dessus » de l'asymptote (fig. 17) 
si $ed PM < 0 courbe « au-dessous » de l'asymptote. 


3 
(On notera que lim f= +09, donc la droite d'équation x = 1 est aussi une asymp- 
E 
tote.) 
6. Soit f: х *— Vax? + bx + c (a # 0) une fonction de la variable réelle x. 


ant du trinóme ах? + bx + с. SiA2 0 ce trinóme admet deux 
racines réelles (distinctes ou non) x' et x”, supposons x' < x”. 


Sia<0, si A < 0, on a pour tout x réel : 
ах? + 5х+с<0 et f(x) n'existe pas. 


Si A = 0, le domaine de définition de f est D = [x" , x] et la courbe représentative 
n'a pas de branches infinies. 


Sia>0, siA<0,on a pour tout x réel : ах? + bx + с > 0, le domaine de 
définition de fest D = IR. 
Si A = 0, le domaine de définition de f est D = ]—co , x'] U [x" , +-оо{. 
Quel que soit A, lim (ах? + Бх + с) = lim (а) = +оо 
bem bite 


lim yax? + bx + € = +00. 
Mete 


Cherchons à mettre encore f (x) sous la forme : 
Q SG) = аух + Б, + e), avec ы е=0. 


En mettant le trinóme ax* + bx + c sous sa forme canonique, on peut écrire pour 
tout x de D : 


fe = A ae itt ete Em 


Si k 3 0 c'est-à-dire si Д 40 on peut écrire pour tout x de D : 


лә = ege d +09, 


VERT EE 


On а 
li - 
ged 
et pour tout x de D : 
ло = Va| + 2] + so 


Donc pour tout x < — 2. x appartenant à D : 
Je = - Va (s+ 2) vo 
la droite d'équation у = — Уа (x + у) est une asymptote à la courbe. 
Pour tout x > — > appartenant à D : 
ло = Va (xz) + во, 
pe " b ^ 
la droite d'équation y = V/a Lk + з) est aussi une asymptote à la courbe. 


Notons que le signe de PM = o (x) est celui de k = e D^ ek permet de placec 


la courbe par rapport à ses asymptotes. 


н ту 
Si A = 0 (avec toujours а> 0, 709 A (2) › la courbe représentative 
est la réunion des demi-droites définies par ` 
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у= – Ма [+52 у= ма (+ z; 

b b 
DEE DH 
REMARQUE 


Si a = 0, f(x) = V/bx + c. Pour tout x et tout y réels : 
y-bxtc (3) 
у= Vix Fe <4 yo 


l'équation (3) est de la forme x = Ау? + By + C donc la représentation graphique 

de f est un arc de parabole (si b 52 0) qui n'a pas d'asymptote (voir plus loin $3. 5 d). 
Mais il n'est pas toujours possible de procéder comme dans les exemples précédents. 
Sil'ona 


а) lim [/() — ax — b — 0, 
[n 


оп a pour tout x d'une demi-droite [xọ, --oo[ ou ]—оо, xo] : 


0) Јо) = ах+ Ь+ Ф 0), ауес lim $—0 
KA 
100050900 а dabei 


d'où 
O dim =a a (9 lm V- a=b 
bie 


dem X 


Réciproquement si l'on a (3) et (4), on a bien (1) et la droite d'équation y = ax + b est 
bien une asymptote à la courbe. 


EXEMPLE 
7. Soit f: DEET SES Le domaine de définition est 
D = ]- co, 0] о JI , +oof. 
Ona 


bis V 


Pour tout x de D : 


Pour tout x > 1, |х| = х et 


doi dim 100 1 don а= 1. 


e 


Pour tout x > 1, 


Јо) ax = 


doù lim UG) — «x = } donc b= 


+ 
2 
Position de la courbe par rapport à D, : 


PM = Tal — ax— БЫ 


La droite D, d'équation у = x + 5 est une asymptote. 


1 
1 1 2 


pour tout x > 1, ona: 0<1-1<1 


oc A/ EN 
x 


v 


donc PM > 0, la courbe est au-dessus de D, (fig. 18). 
Pour tout x < 0, |х| = — x et -y 


doù im D = _ 1 donc а= — 1. 


s. X 


Fig. 18 
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Pour tout x < 0, 


mai — ax 


d'où lim [/() — ax] = -i "xc Pus m i 


La droite D, d'équation y = — x — pet une asymptote. 
Position de la courbe par rapport à D, : 


PM = f(x) — ax — b = — 


donc РМ > 0, la courbe est au-dessus de D, (fig. 18). 
(On notera que lim f= --oo, donc la droite d'équation x= 1 est aussi une 
Eu 


asymptote, mais l'on ne s'est préoccupé que d'étudier les asymptotes d'équations 
de la forme у = ax + b.) 


d) Étude de quelques cas particuliers. 


Soit Г la courbe représentative de f. Si Г admet une asymptote D d'équation y = ax + b, 


On dit que Г admet une direction asymptotique qui est celle de la droite d'équation 

у= ax. 

Plus généralement si lim 1 = a, sans que nécessairement f(x) — ax ait une 
Wans 

limite quand x tend vers +00 ou —оо, on dit que la courbe représentative Г de f admet 

une direction asymptotique qui est celle de la droite d'équation y — ax. 


Si lim = +оо (ou —оо), on dit que Г admet une direction asymptotique qui 
est celle de Oy. 

1. Soit f: x — х? définie sur R, on sait que sa représentation graphique est 
une parabole (fig. 19). On а 


e 
= 


TT Gerda 
aem X mex 
ша О Ба ree о 
plus généralement : 
Si pe 00 


im т = +оо (ou —о©), on dit que Г admet une branche parabolique, la direc- 
tion asymptotique étant celle de Оу. 


П en est ainsi pour la courbe représentative de f: х ›— x* (у rationnel > 1) саг 


lim Le lim x*-! = +00. 
ete 
y y 
| | LT | 
Fig. 19 Fig. 20 


2. Soit f: x )— 4/x définie sur IR,. Pour tout x et tout y réels on a 
vie | 


»zo 
la représentation graphique de / est un arc de parabole (fig. 20). On a 
w Lo га in = oo 
mem X rte 
plus généralement : 
a 1m £O 


Jee = et si dim [/(у— as] = +оо (ou —со), on dit que Г admet 


une branche parabolique, la direction asymptotique étant celle de la droite d'équation 
У = ax. (Si a —0, cette direction asymptotique est celle de la droite d'équation y = 0 
c'est-à-dire la direction de Ox). 
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Exemple. 
Soitf: xı— x-- NS 1 définie pour x >— 1 


ғо) NS _, ( 1 
(Xx = (1+ e 


lim — = lim 
lim LG) — x] — lim weii +00 
=з ue 


eem ete 


donc la représentation graphique Г de f admet une branche parabolique, la direction 
asymptotique étant celle de la droite d'équation y = x. Pour x > — 1, on a 


РМ =х+ \/х+1—х= \/х+1>0 (йв.21). 


Fig. 21 


3. Il se peut а Be £O on que f (x) — ax n'ait pas de limite ni ne tende vers 
DS 
-+00 ou —оо quand | x | tend vers +00. 


Par exemple, soit la fonction f: х —+ x + sin x définie sur R. On a 


iim A iim ( +53) 
dae X dab x 
où a Yu (ck 59/2; exemplo 2) que im 52 es Q прос а CO 1, in coul 
deem X Лане X 


représentative Г de la fonction f admet une direction asymptotique qui est celle de la 
droite d'équation у = x. Mais f (x) — ax = sin x n'a pas de limite et ne tend pas vers 
+00 ou —co quand | x | tend vers +00. 


Étudier les branches infinies (directions asymptotiques, asymptotes, placer éventuelle- 
ment les branches infinies par rapport aux asymptotes) des courbes représentatives des 


fonctions f définies par : 
149 = À 210 = Ex 
ъло = =. Al erg 
sso- рау 6 sw = ат. 
Ud EE >. в. f() = VAX — 6x +2. 


2simx — 7sinx + 3 


9.f() = 5x + зух — 1. 


и. JO = x 1 Mx. 


х—1 
m. sœ = x 


3. 6€. PLAN D'ÉTUDE D'UNE FONCTION. EXEMPLES 


а) On voit, tout d'abord, si l’on peut simplifier f (x) ou se ramener à une fonction plus simple 
par un changement de repére. 
Soit, par exemple, la fonction de la variable rélle f: x 1—— 4/433 — 8x 4 4. 


Pour tout х du domaine de définition de f, on peut simplifier f(x) : 
Јо) = MAG? 2х 1) = 2/( — DA 
pour tout x réel, on peut écrire : 
f@=21x—1| 


donc f est définie pour tout x réel et sa représentation graphique est la réunion des deux 
demi-droites fermées définies par : 


DEEG rer 
x21 x«l 


Soit la fonction de la variable réelle f: x ›— у= 4/3 cos x — sin x + 1. Nous 


savons transformer une expression de la forme a cos x + зїп x. On peut écrire pour tout 
x réel : 


МЗ cos x — sin x = 2 (MZ co x — tan E 


et) 


6 
=2 (Z +x) 
d'où у= 2005 (+) +1 
z 
En posant ES ena 
Y—1=Y 


ce qui revient à faire un changement de repère, on est ramené à étudier la fonction plus 
simple : Х—— Y = 2 cos X. 


EXERCIOES 


Simplifier f (x) ou se ramener à une fonction plus simple par changement de repère, 
dans les cas suivants : 

1. f(x) = 4 cos! x — 24/3 sin x cos x + 2 sin? x. 

2.760) = 619 d x —1. 


э. tat = G + У2 + V3) G — М2 + УЗ) (х + V2 — у) (х — V3 — 3). 


b) On détermine le domaine de définition D de la fonction /, оп сһегсһега pour quelles valeurs 
de x la fonction est continue et on réduira le domaine d'étude de f en examinant si f est 
paire, impaire, périodique ou, en particulier pour les fonctions trigonométriques, si pour 
tout x de D on a 

f(a—x)—f() ou f(a—x) = où /(х+Р)=/(х)+ О, 
a, P, Q étant des nombres réels déterminés (cf. $ 3.2). 
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€) On étudie le sens de variation de f avec ou sans l'aide de la dérivée. 


4) On indique le sens de variation de f dans un tableau de variation que l'on complète еп 
indiquant les limites ou les valeurs prises, si elles existent, par f aux bornes des intervalles 
figurant dans le tableau de variation. 


€) On construit la représentation graphique Г de f en indiquant les points et tangentes remar- 
quables, les asymptotes, les éléments de symétrie. 


Nous allons donner quelques exemples d'étude compléte d'une fonction numérique 
d'une variable réelle. 


Exemple 1. 


E 
Soit f: x — = Elle est définie et continue pour tout x 1 c’est-à-dire 


pour tout x de D = ]—oo, 110 J1 , +ool. 


L'étude des branches infiines (cf. $ 3.5 c, exemple 5) nous a conduit à mettre f (x) sous 
la forme : 


п 2 сту 


d'où pour tout x # 1 : 


Seen Len 
COPIE G0.6—»0^ GP 


d'où le sens de variation de f: 


x —oo 0 


1 
fo M: | ro 


+оо +оо +оо 
M Bia е БУ 


nous avons complété le tableau de variation par les limites suivantes : 


lim 70) = lim Š= lim x= —оо 
— See (apre 

lim /(х) = lim x= +00 
E vete 

lim f(x) = +00 

p 


nous avons montré (cf. $ 3.5 c, exemple 5) que la droite d'équation y = x + 2 est une 


asymptote à la courbe et placé la courbe par rapport à cette asymptote. Une autre asymp- 
tote est la droite d'équation x — 1. 


La courbe traverse la tangente x'x en O. Donc O est un point d'inflexion (fig. 22). 


О EE А RR RES AO 


Fig. 22 


Exemple 2. 


5 Р 
Soit A: x є С. Elle est définie et continue pour tout x £5 --k2 


(sin x — 1} 
(кє Z). Désignons par E l'ensemble des nombres de la forme itk 2т (keZ). 


Le domaine de définition de la fonction A est D, = IR — E. On peut rattacher l'étude de A 
à l'étude de la fonction f de l'exemple 1. En considérant 


g: xı sin x définie.sur R 


f: définie sur D = R — {1} 


d'où h=fog: xi— définie sur D, = R — E. 


Nous avons par ailleurs : 
@ (хер) Ate: Zi = л) 


donc best périodique, de période 2 x. On l'étudiera donc sur un intervalle d'amplitude 2 т. 
Nous avons aussi 


о (хер) лә) =) 


11 


Ja courbe représentative de 4 admet donc la droite d'équation x = 5 comme axe де symé- 


trie, nous étudierons donc А sur un intervalle d'amplitude =, l'une des bornes étant 5, 


Cen = 3p. 8 
c'estä-dire [5.3 ou В si nous étuaions asur | 


E 
j nous en dédui- 


rons l'étude sur E , x] compte tenu de (2). Nous aurons alors étudié 4 sur [- EE E 


qui est un intervalle d'amplitude 2 т. Nous en déduirons ensuite l'étude de A sur les 
autres intervalles d'amplitude 2 x compte tenu de (1). L'intervalle d'étude de h étant 


А т 


de variation de A = fo g sur [- EN al sans l'aide de la dérivée (cf. § 3.1 b) car 


j dans cet intervalle Л n'est pas définie pour x = 5: On peut déduire le sens 


í Э В тот Fig. 23 
£: X——sinx est strictement croissante sur [- 5 3l 


Exemple 3. 


it f: x ,——— ух — 2 xl. Cette fonction est définie si et seulement si x — 2 x° > 0 
f: Ern Gm est strictement croissante sur [— 1, 1[ Soit f: x * 


c'est-à-dire si et seulement si x (1 — 2 х) > 0 donc si et seulement si x € 


également continue sur ce segment. 


donc 


EE sin? x 5 : тол 
=fog: x qnx T} e strictement croissante sur mi Pour tout x de Jo. 
d'où le tableau de variation de A sur [- го) = 2 
H т d’où le tableau de variation ` 1 1 
i m 1 e U E 2 


h(x) 


On a complété le tableau de variation par la limite suivante 


: six  _ 
KE to 


La dérivée nous sera, néanmoins, utile pour les tangentes remarquables. Pour tout x 


de D, : 
K œ = let: et 
у Sin x Gin x — 3) Fig. 24 
FO Gr "em E 
elle n'est nulle que pour x— Кт et pour x = — 5 + 2» (k € Z). La courbe X 


(fig. 23) traverse la tangente x'x en О. Donc О est un point d'inflexion, ainsi que tous les 
points de x'x d'abscisse kr (keZ). 


13 
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Axe de symétrie 


Les axes de coordonnées étant rectangulaires, le repère étant (O, 7, 7), le tracé de la 
courbe représentative Г de la fonction f (fig. 24) permet de penser que la droite d'équation 


1 LES 
х = 3 est un axe de symétrie pour Г. En effet dans le repère (О, 7, 7) l'équation de Г est 
1 


у= Ух — 2x4. Soit O' о), сһегсһопз l'équation de Г dans le nouveau repére 


Lo, 7). Pour tout point M du plan, de coordonnées (x, у) dans l'ancien repère et (X, Y). 
dans le nouveau repére, on а 


1 
=3+x 
y-Y 


pour que M appartienne à Г il faut et il suffit que 


ve ie xix) 
YA ne 


c'est l'équation de Г dans le nouveau repère. La fonction : X ———^ V 


1 
3 2X 


définie sur [- 1 H H est paire donc Y'Y est bien un axe de symétrie pour Г. 


Demi-tangentes remarquables. 
Soit M (x, f (x) distinct de О. Le coefficient directeur de la demi-droite [O, M) est : 


S E 


fe vx SE 
Y I RET — 
lim Ai 


жр 


donc Г admet une demi-tangente à droite au point О portée par Оу. En raison de la 
symétrie par rapport à Y'Y, la courbe Г admet également une demi-tangente à gauche 


1 
au point A de coordonnées x = ; et y = 0, parallèle à Оу. 


Remarque 


Pour tout X et tout Y réels, on peut écrire : 


Si Гоп suppose le plan affine euclidien E, et les repères (О, 7, j) et (О', 7, j) orthonormés, 
soit M (X, Y) un point quelconque de Es, 
M, le point de coordonnées X, — X4/2 , Y,— Y 


үм? 
M, le point de coordonnées X, = X 3 HE 
M appartient à la courbe Г si et seulement si М, appartient au demi-cercle Гу défini par 
KEE 
SES 
M appartient à Г d et seulement si M, appartient au demi-cercle Г, défini раг 
1 
XitYi-is 
X0 


L'application de E, dans Е, telle que l'image d'un point М, (Ху, Ү,) quelconque de E, 

soit le point M (X, Y) de E, tel que 
X-—kX, 
Ү=ү, 

s'appelle une affinité orthogonale d'axe Ү'Ү et de rapport k. Ici on a 

Y-Y, 

donc Г est l'image du demi-cercle Г, par l'affinité orthogonale d'axe Ү'Ү et de rapport 


He 

E 

De méme, l'application de E, dans Е, telle que l'image d'un point М, (X, Y;) quelconque 
de F, soit le point M (X, Y) de E, tel que 


(к nombre réel donné + 0) 


| тч (k nombre réel donné + 0) 
—kY, 
s'appelle une affinité orthogonale d'axe X'X et de rapport К. Ici on a 
X2 
Y=Viy 
donc Г est l'image du demi-cercle Г, par l'affinité orthogonale d'axe X'X et de rapport 
V2. 
Г est une partie de la courbe d'équation 
Yr 
w х+т= 6 
(la partie correspondant à Y > 0). 
L'équation (1) peut se mettre sous la forme 
x үг 
о) tpo. 


toute courbe dont l'équation cartésienne peut se mettre sous la forme (2) s'appelle une 
ellipse (voir tome IIT). 
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Exemple 4. 


Soi f: x — үх 2х — 3. Cette fonction est définie si et seulement si 
x? + 2x — 3 > c'està-dire si et seulement si, x 21 ou х<—3. 
Le domaine de définition et de continuité de f est 


D—]—oe,— 3]U [1 , Let 
Pour tout x de ]J—oo , — 3[U ]l , +oof : 


x41 
EE 
d'où le tableau de variation : 
x | ze Emi ds 


го z$ 


EN E 


on а complété le tableau de variation par la limite de f quand | x | tend vers +00 : 
lim G*--2x—3)— lim x* — +00 
15271 


labem 


d'oà lim 4/33 3- 2x — 3 — +00. 


debe 


Pour rechercher les asymptotes, mettons f(x) sous la forme ах + b+ ф(х) avec 
Ad Фф = 0 (cf. § 3.5 c). 
piste 
Pour tout x de D : 
Л) = GE DI —4 = уо IF H et 


en posant (х) = у(х + D* — 4 — у(х F IF 


= EIER =4 
VG —4 GT уса VG D 
on a bien lim = 0 
EH 
et pour tout x de D : fe)-—|x- 1| 962. 


Donc pour tout х < —3: /(х= 


—1+e@, 


la droite d'équation y = — x — 1 est une asymptote et PM = + (x) < 0 donc la courbe 
Г est au-dessous de l'asymptote (fig. 25). 
Pour tout x > 1 : 


fe)—xlcteQ) 


Fig. 25 


la droite d'équation y = x + 1 est une asymptote et PM = e (х) < 0 donc la courbe Г 
est au-dessous de l'asymptote. 


Axe de symétrie 

Les axes étant rectangulaires, de repère (О, 7, /), le tracé de Г montre que la droite d'équa- 
tion x = — 1 parait étre un axe de symétrie pour Г. En effet soit O' (— 1, 0), cherchons 
l'équation de Г dans le nouveau repère (O', ï, j). Pour tout point M du plan, de coor- 
données (x, у) dans l'ancien repère et (X, Y) dans le nouveau repère, on a : 


Bess Use 
pm 


pour que M appartienne à T il faut et il suffit que 
Y-4/(-1TXPY2(-14-3)—3- /X1—4 


la fonction: X ——— УХ? — 4 est paire donc Y'Y est bien un axe de symétrie 
pour Г. 


Remarque 
Pour tout X et tout Y réels, on a 
V=X 4 < 
= — dy, 
Г est une partie de la courbe d'équation 


17 


Toute courbe d'équation pouvant se mettre sous l'une des deux formes : 


RER 
a pl 9" pi 


| S'appelle une hyperbole (voir tome III). Оп peut montrer par un changement de герёге 
que son équation peut s'écrire sous la forme connue des classes précédentes : у, = а 


( 7 0). 


EXERCICE 


4. Montrer que la courbe Г précédente admet deux demi-tangentes parallèles à Оу 


aux points A (1, 0) et A' (— 3, 0), le repère étant (0,1,7). (On cherchera la limite 
quand x tend vers 1 à droite, du coefficient directeur de la demi-droite [A, M), М 
étant un point de Г d'abscisse x > 1.) 


Exemple 5. 


Soit f: у 


Pour tout x de ]—оо,0[0 JI , --oo[ : 


i Le domaine de définition et de continuité de / est 


D=]-,0JU 1! , --oo[ 


wissen 
Ne 
в 239—33 ү 3 
атт уур) -3 VE D 
x —оо 3 +оо 


m = E " 
Hei EE 


nous avons étudié les branches infinies au $ 3.5 c, exemple 7 et montré que les asymptotes 
sont les droites d'équations : 


1 
›=х+ 


Pour tout x < 0 : 


et 


Donc au point x = 0, f a une dérivée à gauche égale à 0. La courbe représentative 
(fig. 26) admet une demi-tangente à gauche à l'origine, portée par х'х. 


EXERCICES 
Étudier et représenter graphiquement les fonctions f définies par : 
#+2х+2 GEN 
DEE пло = x (E35 
8. д) = ух + 2x 4 3. 9. fp) = x + V2x + 1. 
GA À - -1 
10. f() = 5x + 3 ух — Т. п. f(x) = ay ex. 
12. f(x) = (— DE'9 [x — E(x)) , E(x) étant la partie entière de x. 
13. f() = ix — Set + ao, 14. f(x) = cost x sin 2x. 
15. f(x) = sinx 4-1 BEER 1 3х. 16. 70) = £n 
17. о) уш — ees, 18. /(х) = У 4зш*х + Bsinx — 3. 


— 2sin x. 


19. fo) 
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EXERCICES 


Extremums d'une fonction : ex. 1 à 4. 
Étude de fonctions et construction de courbes : ex. 5 à 22. 
Famille de fonctions : ex. 23 à 26. 

Bijection réciproque d'une bijection : ex. 27 à 31. 
Discussion graphique d'équations : ex. 32 à 35. 
Problèmes divers : ex. 36-37. 


Extremums d'une fonction. 


3.1 Trouver les extremums de f : x — а cos? x + 2 b sin x cos x + c sin? x + d en mettant 
f (x) sous la forme A cos 2 x + B sin 2 x + C puis sous la forme К cos (2 x — a) + L. 


3.2 Dans le plan affine euclidien, on donne trois points A;, An, А, et une droite variable D a une 
direction donnée, On peut toujours choisir le repére orthonormé de maniére que cette direction 
soit celle de Оу. La droite D a, alors, une équation de la forme x = à (. paramètre réel). Déter- 
miner la droite D de manière que la somme des carrés des distances des points An, As, An à cette 
droite soit minimale. Par quel point remarquable, la droite obtenue passe-t-elle? 

Généraliser à п points А, As, ..., A, du plan. 


3.3 Le plan affine euclidien étant rapporté à un repère orthonormé, soit М, (ху, Y4) un point donné; 
on suppose x, > 0 et yy > 0. 
Une droite variable D passe par M, et coupe Ox en A et Oy en B; on suppose que l'abscisse de A 
et l'ordonnée de B sont des nombres strictement positifs. La distance de deux points quelconques 
Ре! Q est désignée par d (P, Q). 
Déterminer D (en prenant pour inconnue l'angle aigu de Ox et de D) de manière que : 


а) la distance d (A, B) soit minimale; 
b) la somme d (O, A) + d (O, B) soit minimale; 
с) le produit d (O, A) x d (O, B) soit minimal. 
3.4 On a, dans l'espace, un repére orthonormé porté par les axes Ox, Oy, Oz. On considère les 
plans (P) et (О) d'équations respectives 
Ф) 2x— у+22—5-=0, 
(©) 2х+2у— :—4=0. 
1° Montrer que ces deux plans sont perpendiculaires. 


2° Calculer la distance de A (1, 2, — 1) à (P) et à (Q) et en déduire la distance de A à la droite (D), 
intersection de (P) et de (Q). 


3 Déterminer un système d'équations paramétriques de la droite (D), le paramètre étant £. 
4° Pour quelle valeur de г la distance de A à un point de (D) est-elle minimale? Retrouver ainsi 


la distance de A à (D). (Bacc. E, Clermont, juin 1969.) 
Étude de fonctions et construction de courbes. 


Étudier et représenter graphiquement les fonctions définies par (ex. 5à 16) : 


35 10 = Ук ET - VE I. 
3.6 /(х) = V x (x + D + Vx (x — 1). 


sin х 


3.7 f) 


їп 2. 
38/0) = ee 


ч E : 
39/09 = ees établir que f” (x) est du signe de sin. ( — 3). Bacc. D, Reims 1969) 


311 Til = ух 3x — 4; — 
‘en déduire la construction de la courbe d'équation : 


#1 —у1+3х—4=0. 


3.12 f(x) = 5x + 20-3 ух? 4-8 х; г 
en déduire la construction de la courbe d'équation ` 


(y — 5x — 20} = 9G + 8 x). 


343 fQ) = V/231 — x; ` 4 
en déduire l'étude et la représentation graphique de 


gixo—— A/cos 2x — cos x + 1. 
E 
344/0) =з + 75 
placer la courbe représentative par rapport à celle représentant 


віх — 7 


3 


хэ +2х+2 
aas уо) = ELLE, 


placer la courbe représentative par rapport à celle représentant 


во Sir 


3416/0) =2х+1— 


placer la courbe représentative par rapport à celle représentant 
g:x—523 41. 


3.17 Construire la courbe d'équation cartésienne : 
»* 
3.18 Dans le plan affine euclidien, orienté, rapporté à un repère orthonormé de sens positif (O, i, A 
soit le point A (1, 0) et le cercle (C) de diamètre [O, A]. Soit T la tangente. en A au cercle (C). 
Un point M appartient à (C) et une détermination © de l'angle polaire de OM varie de manière que 
D 
"yel 
La droite (OM) coupe T en I. Soit P le symétrique de M par rapport à 1. 
1° Calculer, en fonction de Ө, les coordonnées de M, I, P. 
2 Montrer que l'ensemble Г décrit par P est défini par 
y«—2) 90 х) 
х#0 


Calculer у en fonction de x et construire Г. 


GE 0. 


т 
<0<7 
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3.19 Construire la courbe d'équation cartésienne : 
VxtytYx—y 


320 Étudier la fonction /: x — x sin x (on sera amené, ier le si i 
tion f : , pour étudier le signe de la dérivée, à 
résoudre graphiquement l'équation : x - tg x = 0; pour cela, on coupera ls l'équatio 
у = tg x par la droite d'équation у —— x). icy dps 
Quelle est la tangente à l'origine à la courbe Г représentant f? Montrer que les points de T 
es z : 
d'abscisses x = -+ kr (k € Z) appartiennent à l'une des deux droites d'équations y — x ou 


У = — x et que est tangente à ces deux droites. Construire Г. 


3.21 Étudier de méme et représenter graphiquement la fonction 


fix m sin x. 


3.22 Étudier de méme et représenter graphiquement la fonction 


fix —— — /xsin x. 


Famille de fonctions. 


3.23 Soit les fonctions fm définies par fm (x) = 2 mx* — x? — 4m + 1 (m Paramètre réel). 


а) Démontrer que, lorsque т varie, les courbes ге résentatives i 
ee? р! ives Cm des fonctions /„ passent. 


b) Quel est le sens de variation de f,, suivant les valeurs de m? 


9 Quand fm possède des extremums dont les abscisses sont non nulles, quel est I 
points représentatifs sur les courbes correspondantes? dumis — 


3.24 Soit fn la fonction définie par fm (x) = (m-— 1) x° + x? — m (m paramètre réel). 
а) Étudier le sens de variation de fm, suivant les valeurs de m. La courbe représentative dans 
un plan rapporté à un repère (О, 7, 7) s'appelle С„. 
b) Démontrer que Cm passe par un point fixe lorsque m varie. 


€) Quel est l'ensemble des points représentatifs des ext i 'abscisse 
non nulle, lorsque m varie? GE 


4) Quel est l'ensemble des points d'inflexion des courbes. С» lorsque m varie? 


vm. 


3.25 Soit f,, la fonction définie par f,, ©) = xd. 


dien suivant les valeurs du paramètre réel т, les branches infinies de la courbe représen- 
ative Cm. 


Construire C,, dans les cas suivants : 


3:26 Soit fm la fonction définie par fm (x) = vie — Da + mx F 1. 


Étudier, suivant les valeurs du paramètre réel infini 
en paramètre réel m, les branches infinies de la courbe représen- 
Construire C,, dans les cas suivants : 


т=0; m 


Bijection réciproque d'une bijeetion. 


3.27 Soit la fonction f : + y = xt — 2 x? définie sur [0 , 1]. 
Étudier le sens de variation de f. Quel théorème du cours permet d'affirmer que f est une bijec- 
tion de [0 , 1] sur [— 1 , 0] et que, par conséquent, f admet une fonction réciproque f-1? 
Construire les représentations graphiques de fet de -* dans un méme repère orthonormé. 
Calculer x en fonction de y. En déduire f- (x). 


Calculer (f3)" (+ j 


328 Soit la fonction f : x + y =x" + x — 1 définie sur [0 , 2]. 
Étudier le sens de variation de f. Quel théorème du cours permet d'affirmer que f est une bijec- 
tion de [0 , 5] sur [— 1, 5] et que, par conséquent, f admet une fonction réciproque f ~+? 
Construire les représentations graphiques de f et de f-* dans un méme repère orthonormé. 
Calculer x en fonction de у. En déduire f- (x). 

Calculer (f'(x). (D'après Bacc. C, Strasbourg, juin 1969.) 


3.29 Soit la fonction f: x i——— y = 2V/x — x définie sur (0, 2]. 
Étudier le sens de variation de f. Quel théorème du cours permet d'affirmer que f est une bijec- 
tion de [0 , 1] sur [0 , 1] et que, par conséquent, f admet une fonction réciproque f-1? 
Construire les représentations graphiques de / et de /-% dans un méme repère orthonormé. 
Calculer x en fonction de y. En déduire f- (x). 
Calculer (/-3) (х). 


3.30 Soit l'application Е = IR, — (1) dans Е = ]— oe , — 1[U 10, + оо[ définie раг: 
E 


Montrer, en calculant x en fonction de y, que / est une bijection. 
Sens de variation et représentation graphique de la fonction réciproque 


ПОЛА 679309, 
définie sur F. 
331 Soit l'application f de E = R, — (1) dans F = ]— оо, — 5] U I2, + cof définie par : 
L2. 1. Montrer, en calculant x en fonction de y, que f'est une bijection. 
Sens de variation et représentation graphique de Ia fonction réciproque 
PL SN 


E rg y = 


définie sur F. 


Discussion graphique d'équations. 
3,32 a) Étudier et représenter graphiquement la fonction f : x .—— y = ХС) ex» 


b) Utiliser la courbe C représentant f pour discuter, suivant les valeurs réelles du paramètre т, 
le nombre de racines de l'équation : 
24 (1 — m)x + 2m = 0. 


с) Utiliser la courbe C pour discuter également, suivant les valeurs de т, le nombre de racines 


de l'équation : 
cos 2 u + 2(1 — т) cos + ENER) 


ой l'inconnue и appartient à [0 , 2 я]. 
d) Trouver les points M de C dont les coordonnées sont des entiers relatifs (a sera commode 


с 


d'écrire y sous la forme y = ax + b + 


х—2) 
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333 a) Étudier et représenter graphiquement (le герёге étant orthonormé) la fonction 


e  Stäistl 
| e E 


b) Utiliser la courbe Г représentant f pour discuter, suivant les valeurs réelles du paramètre m, 
le nombre de racines de l'équation : 


(m — 1) sin? u — (т + 3)sinu + m—1—0 


ой l'inconnue u appartient à [0 , 2 х[. 


| d Une droite d'équation y = m coupe y'y en A et la courbe Г en B et C. Calculer, en fonction 
| de m, les coordonnées du milieu M du segment [B , C] et les coordonnées du point P conjugué 
harmonique de A par rapport à B et C. 


4) Trouver les ensembles décrits par M et P quand m varie : on les construira sur le graphique 
précédent. (Baccalauréat. 


3:34 a) Étudier et représenter graphiquement 1а fonction 
fix it I+ VE 
b) En déduire le nombre de racines de l'équation : 
МЕ A/D m, 


l'inconnue étant le nombre réel x, le paramètre réel étant m. 


335 a) Étudier et représenter graphiquement la fonction 
fix — 8sinx — tg x. 
b) En déduire le nombre de racines de l'équation : 


m 1 
Sinx + cosx = 


l'inconnue étant un nombre réel x de [0 , 2 zl, le paramètre réel étant m. 


Problémes divers. 


336 a) Construire la courbe C d'équation y = Er. 


Démontrer que le point de rencontre des deux asymptotes est un centre de symétrie. 

b) On considère la droite D de coefficient directeur a et passant par le point I d'abscisse — 1 de 
l'axe x'Ox. Discuter le nombre de points d'intersection de D et de C suivant les valeurs de a. 
Trouver les équations des tangentes à la courbe C issues de I et les coordonnées des points de 
contact. Traduire graphiquement cette discussion en hachurant la partie du plan ой se trouvent 
les droites D ne coupant pas C. 

«) Dans le cas oà D coupe C en deux points A et B, trouver l'abscisse du milieu M de [A , B] 
et celle du conjugué harmonique J de I par rapport à A et B. 

Trouver et construire sur le graphique précédent les ensembles décrits par M et par J. (Bacc. C, 
Alger 1960.) 


3,37 N. B. Dans ce probléme (— 1, + 1) représente l'ensemble des deux nombres réels — 1 et + 1; 

]— 1, + Ш représente l'ensemble des x réels tels que — 1 < x < + 1. 

On considère la fonction f qui, à tout x € R, associe (quand cela est possible) : 

S 9х 
ЛО) = Deen 

1° a) Étudier les variations de f. Construire la représentation graphique de f dans un système 
d'axes orthonormé (х'Ох, у'Оу) et montrer qu'elle a un centre de symétrie. 
b) On désigne par Е l'application de ]— 1 , + 1[ dans IR qui, à tout x de ]— 1, + 1[, associe 


Fi $21 


(Е est la restriction de fà l'intervalle ]— 1 , + 1D. 
Expliquer pourquoi Е est une application bijective de ]— 1 , + 1[ sur IR. Soit F- l'application 
réciproque de Е. Montrer que F-1 est impaire. 
2» On se propose de déterminer l'ensemble des x réels solutions de l'équation : 

SR 
Vi men" 
a étant un paramètre appartenant à R — (— 1, + 1). 
a) Résoudre graphiquement l'équation (E) à l'aide de 1) a). 
b) On cherche, dans cette partie, à résoudre algébriquement l'équation (E) rendue entière (équa- 
tion du 3° degré). Après avoir remarqué qu'elle a une solution évidente, déterminer les deux 


autres; simplifier leurs expressions pour les obtenir sous forme de fonctions homographiques 
de a, soit u (a) et v (a). On choisira : 


a—3 2.26063 
ESA Om ET 


3° a) Construire dans un système d'axes orthonormé (a' Oo, z' Q z) la représentation graphique 
de la fonction u qui, à a € R — (— 1, + 1), associe z = и (a). Remarquer que v (a) = — u (— а); 
en déduire, dans le même système d'axes, la représentation graphique de la fonction v définie 
de façon analogue. 
b) Expliquer, à l'aide du 2) a), pourquoi la réunion des représentations graphiques de и et v n'a. 
pas de points dans le carré 


u (a) = 


—1&а<+1, —1<z<+1 
et pourquoi, pour a < — 1 ou a > + 1, elle a un point et un seul dans la bande — 1 < z < + 1. 
4° On considère la foi F0 f qui, à ae IR — (— 1, + 1)), associe F- [f (a)]. 
a) Après avoir relu attentivement la définition de F-1, préciser l'ensemble des valeursde F- o f. 


b) Quelle est la partie de la représentation graphique de F-*0 f correspondant à ає] — 1 , + 1[? 
On la tracera par rapport aux axes (a' Q a, z' Q z) précédents. 


c) Utiliser les représentations graphiques de и et v pour représenter la fonction F-1 o f lorsque 
а < — 1 et lorsque a > + 1. 


d) La représentation graphique de F- o fest symétrique par rapport à 0; pouvait-on le prévoir? 


(Bacc. С, Orléans, juin 1969.) 
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4| Fonction vectorielle d'une variable réelle. 
Cinématique du point. 


Ce chapitre a pour but d'étendre aux fonctions vectorielles d'une variable réelle les 
notions de continuité, limites, dérivées données précédemment pour les fonctions 
numériques d'une variable réelle. 

Nous avons donné les notions de topologie indispensables à la compréhension du cours. 
Nous avons supposé les espaces vectoriels et les espaces affines euclidiens car c'est 
la norme et la distance euclidiennes qui sont utilisées en Physique et en Mécanique. 
Mais on pourrait employer d'autres normes : nous en avons donné quelques exemples. 
Plutót que de faire une étude séparée de la cinématique du point, aprés chaque 
question théorique dans un espace vectoriel euclidien &,, nous avons donné les 
applications géométriques et cinématiques dans l’espace affine euclidien associé E. 
Cela permet d'éviter bien des redites et de mieux éclairer les développements 
théoriques. 


4. 1. FONCTION VECTORIELLE D'UNE VARIABLE RÉELLE 


а) Définition. 
Une fonction vectorielle d'une variable réelle est une fonction dont la source est IR. ou une partie 
de R et dont le but est un espace vectoriel. 
Soit F une fonction vectorielle définie sur D (D с R), la variable réelle qui décrit D 
étant t. Soit V l'espace vectoriel qui est le but de la fonction vectorielle Е. A tout nombre 
réel 1 de D, la fonction F associe un vecteur unique > de Ù et on peut écrire 
F: D —— 4) 
t — =F). 
On dit que F est une application vectorielle de D dans U. 


Supposons que 97 soit un espace vectoriel de dimension finie n, sur R.. Si (д, аь...,а„) 
est une base de U, F sera déterminée le plus souvent par la donnée d'un n-uplet 
(fis fo ~» fa) de fonctions numériques d'une variable réelle définies sur une méme partie 
D de R 


h: ti 40 
h: t d 


l'image par F d'un nombre quelconque / de D est 


$— F(0— x d H xata + ee + ха, = Л (0 ds + fo (O ds + БО as 
On notera que les coordonnées d'un vecteur dépendent de la base choisie donc les fonc- 
tions fi, fa. — fa qui définissent F dépendent de la base choisie. 
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b) Addition des fonctions vectorielles. 


Soit F et G deux fonctions vectorielles définies sur une même partie D de R et dont le 
but est le méme espace vectoriel *Ü. On appelle somme de F et С la fonction vectorielle 
définie sur D et de but U, notée Е + G, telle que : 
(гєр) (F4- G) (0) = F (0 + G (0. 

Si U est un espace vectoriel sur IR. de dimension л, une base (aj, a» … a) ayant été 
choisie, et si Р et С sont déterminées раг des n-uplets (Л, fj, — fa) et is 8» — En) de 
fonctions numériques définies sur D (D c R), on a pour tout t de D : 
(F-- 6) (0 — F() Om 

= AO Ла... + Ja (D du + а(@а-++в(@&+...-е(0% 

= LA O + O1 à. + Ua (D + ga (O1 TH -H a CO + е, (0 а, 


donc Е + G est déterminée par le n-uplet (f, + е, fa + 8a fa + 8a) de fonctions 
numériques définies sur D. 


©) Multiplication d'une fonction vectorielle par une fonction numérique d'une variable réelle- 


Soit F une fonction vectorielle définie sur une partie D de IR et dont le but est un espace 
vectoriel W sur IR. Soit x une fonction numérique définie sur la méme partie D de R.. On 
appelle produit de F par à la fonction vectorielle définie sur D et de but V, notée ХЕ, 
telle ае: (үгєр) — QE) (0 = à (i) F (i). 

Dans le cas précédent ой V est rapporté à une base (a, a» . . ., a.) et où Fest déterminée 
par (fi, fa «+. fa), on a pour tout ¢ de D : 

QP0—0F(0-—»(0L, (0a EE ... + /,(0 а] 
7004 4 3 (0/04 ОТАГА 


donc ХЕ est déterminée par le n-uplet Di, Afa . . Af,) de fonctions numériques définies 
sur D. 


EXERCICE 


1. Soit (F (D, V), +, .) l'ensemble des fonctions vectorielles définies sur une même 
partie D de IR et de but le méme espace vectoriel U sur IR, muni de l'addition des 
fonctions vectorielles et de la multiplication par un nombre réel (le produit d'une fonc- 
tion vectorielle Е de l'ensemble par un nombre réel à est la fonction vectorielle XF 
telle que, pour tout г de D, on ай (ХЕ) (1) = ХЕ (1). 

Montrer que (F (D,*U), +, .) est un espace vectoriel sur R. 


d) Produit scalaire de deux fonctions vectorielles. 


Si l'espace vectoriel W est muni d'un produit scalaire, on appelle produit scalaire des 
fonctions vectorielles F et G, définies sur une méme partie D de ЕЁ, la fonction numérique 
de la variable réelle, notée F.G, définie sur D et telle que : 

гєр) (F.G) (0 = F (0.G (0). 
En particulier le carré scalaire de la fonction vectorielle Е définie sur D (D C R) est la. 
fonction numérique de la variable réelle, notée F?, définie sur D et telle que : 


(гер) Р) = (Е (0), 


rappelons que (Е (0) signifie F (7). F (0). 


Les propriétés du produit scalaire de deux vecteurs s'étendent au produit scalaire de 
deux fonctions vectorielles. 


| 
| 
| 
| 
| 
i 


Dans бу, par exemple, (5, est l'espace vectoriel euclidien de dimension 3) rapporté à une 
base orthonormée (È, j, k), si Е et G sont des fonctions vectorielles déterminées par les 
triplets (fo fo f) et (n, £s ga) de fonctions numériques définies sur D (D C R), 
on a pour tout г de D : 
F(0 — (014-07 4- (0k 
GO = 014 e O+ e À 
(F.G) @ = F (0.G (0 = f (0 81 (0 + fa O вз (0 + fa (0 вз (0 
F.G est donc la fonction numérique fig, + ës + fags définie sur D. 
On a aussi pour tout г de D : 
F (0 = (F W = LA (OF + 1% OP + Us OP 


F? est donc la fonction numérique f? + f$ + f$ définie sur D. 


EXERCICE 
2. 6, étant rapporté à une base orthonormée (1, , Д), soit les fonctions vectorielles 
F: ti—iitei+nk 
G: ore ni nj ark 


définies sur R. 
Calculer F--G et F.G. 


€) Composition. 
Soit 9: г,— и (t) une fonction numérique définie sur D (D C R) 


F: ui b= F (и) une fonction vectorielle définie sur D', avec 
eD)cD'cR. 


La composée Foe: 11+ (Fos)() = Е [()] est une fonction vectorielle 

définie sur D et de méme but Ù que Е. 

Si U est un espace vectoriel sur IR. de base (a, а, 

n-uplet (fi, fa -.., fa), on a pour tout 1 de D : 
(Fo) 0) = F [e (01 — A le (1 a; + % [e (01 aa - + fa [e (01 as. 


et Fo ем déterminée par le n-uplet ( 0 9, f 0 9, ...,/, 0 9) de fonctions numérique 
définies sur D. 


, a) et si F est déterminée par un 


4. 2. INTERPRÉTATIONS GÉOMÉTRIQUE ET CINÉMATIQUE 


а) Représentation paramétrique d'un ensemble de points. 


Soit F une fonction vectorielle définie sur D (D c IR) et de but un espace vectoriel U, 
Е est donc une application vectorielle de D dans U. Soit Æ un espace affine associé à 
l'espace vectoriel U. Choisissons un point О dans , on sait qu'il existe un point M 
unique de A tel que OM = F (0. 

Lorsque t décrit D, le point M décrit un ensemble Г de l'espace affine A. 
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L'application Ф: D —— r 
t œM 

est une surjection de D sur T, Une telle surjection ® de D sur l'ensemble Г = Ф (D) 
s'appelle une représentation paramétrique de Г, le paramére étant г. Si W est un espace 
vectoriel sur IR rapporté à une base (4, дь ..., а,) et si F est déterminée par un n-uplet 
is fa ++. fa) de fonctions numériques définies sur D, pour tout г de D опа: 

оМ=в@=л(@&+Л%@&+...+/Л@ж 
et dans le repère (О, а, d», …, an) de 4, le point М a pour coordonnées : 
AGO 
hO 
f, 
nous dirons que la représentation paramétrique de Г et définie par les relations (I), t décri- 
vant D. 


b) Mouvement d'un point. Trajectoire. Loi horaire. 


Nous considérons la notion de temps comme une notion primitive. 

Une origine des temps étant fixée ainsi qu'une unité de temps, un instant est déterminé 
раг un nombre réel. Nous dirons que tel événement s'est produit à l'instant r, on dit 
aussi à la date t. L'ensemble IR. étant totalement ordonné, nous dirons que l'instant л 
est antérieur (resp. postérieur) à l'instant г, si et seulement si /, < 1, (resp. t > 1). Étant 
donnés deux instants f, et 1, (t, < #3), à l'intervalle In, t2] qui est un intervalle de R appelé 
intervalle de temps, nous associons t, — 1, appelé durée de l'intervalle de temps. 

La cinématique du point étudie les mouvements des points. En Physique et en Mécanique, 
ces points appartiennent à un espace affine euclidien E,. Le mouvement d'un point M, 
dans l'intervalle de temps I, par rapport à un repère orthonormé R de E, est déterminé 
si Гоп connaît à tout instant г de I la « position » de M c'est-à-dire si l'on sait déterminer. 
les coordonnées de M dans le repère R. Pour cela il suffit de se donner le repère ortho- 
normé 5t de Е, et une application F de l'intervalle de temps I dans l'espace vectoriel б, 
associé à В,. En effet si, par exemple, un espace vectoriel euclidien &, est rapporté à une 
base orthonormée (Ё J, EL soit E, un espace affine euclidien associé rapporté au repère 
R = (0, È }, E). Considérons une fonction vectorielle Е: г. F (t) appliquant 
un intervalle de temps I dans 6,. Soit le point M de E, tel que OM = F (r), le mouvement. 
de M, dans l'intervalle I, par rapport au repère R est déterminé puisque les coordonnées 
de M dans le repère R sont les coordonnées de F (г) dans la base (7; 7, È). L'ensemble 
des points M quand г décrit I s'appelle la traiectoire de M par rapport au repère R. 

Le mouvement de M par rapport à un repère R donné peut, aussi, être déterminé par la 
donnée d'une fonction numérique ф: f |— — и = e (f) définie sur l'intervalle de 
temps I et la donnée d'une fonction vectorielle Е: u —» F (u) définie sur une 
partie de IR contenant o (I). En effet si, par exemple, бу est rapporté à une base ortho- 
normée ($, J, À) et si E, est rapporté au repère R = (o. à j X), soit M le point de E, tel 
que OM = (F 0 е) (0) = F [e (01. Les coordonnées de M dans le repère R sont connues 
à tout instant г de I puisque ce sont les coordonnées du vecteur (F о $) (f) dans la base 


(2.22). Dans ce cas, on dit que la fonction numérique : £ + и définie sur I est 
1а loi horaire du mouvement de M. L'équation и = (1) s'appelle l'équation horaire du 
mouvement. 


Exemple 1. Soit le mouvement d'un point M de Е,, rapporté à un repère orthonormé 
R= (0, À 5, À), déterminé par а 
F: t —— 0M-2(i (0 — 0j Qr 50k 
définie sur R. 
Une représentation paramétrique de la trajectoire est définie par 


x=2t 
Diy=i—t 
z=2+51t 


où le paramètre г décrit IR. On reconnait (voir cours de Première) une représentation 
paramétrique de la droite D passant par le point A (0, 1, 2) et de vecteur directeur 
(2, — 1, 5). La trajectoire de M relativement au repère R, quand г décrit к, est la droite D. 
Supposons le mouvement de M, par rapport à R, déterminé par la loi horaire 9 : 

t ›——— и = 3 cos t définie sur R et la fonction vectorielle 


F: и F()-2ui(0—274 Q4 50) À 


définie sur IR. 
Les coordonnées de M sont 
x=2u 
nl ' 
т=2+5и_ ауес и = 3созг, t décrivant R, 


Jes relations (II) ne sont autres que les relations (1) mais, quand # décrit IR, le nombre и 
décrit le segment [— 3 , 3] donc la trajectoire de M, c'est-à-dire l'ensemble des points M 
obtenus quand t décrit IR dans ce cas, est une partie de la droite D précédente. Une repré- 
sentation paramétrique de la trajectoire est définie par 


2u 
QD y=1—u 
z=245u, le paramètre u décrivant [— 3,3]. 


Cette trajectoire est le segment de droite [M;, Mal, les coordonnées (— 6, 4, — 13) de M, 
et (6, — 2, 17) de М, s'obtenant en faisant respectivement и = — 3 et и = 3 dans (ID. 
Quand / décrit IR, u décrit [— 3 , 3] une infinité de fois et le point M décrit le segment 
IM, , Mj] une infinité de fois. 
Pour tout г de IR, on peut écrire : ` 

ОМ = (F ое) (0) = 6 cos iii (1 — 3 cos nii (2 + 15 cos 1) Ё 
et оп peut dire aussi qu'une représentation paramétrique de la trajectoire est définie par 


х = 6cost 


(Ш) | у= 1 — 3с05; 
2=2 4 15057, 


le paramètre г décrivant R. 


On notera la différence entre la représentation paramétrique définie par (II) et celle 
définie par (Ш) : celle définie par (II) est une bijection de [— 3 , 3] sur [M; , M] tandis 
que celle définie par (Ш) est une surjection de IR sur [M; , M]. 

La trajectoire de M étant incluse dans une droite, on dit que le mouvement de M est 
rectiligne. Plus généralement : 


rapport à orthonormé de E, (ou de E;), le mouvement d'un point de Е, (ou de EA 
St recle dus Le trajectoire est incluse dans une droite. 
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Exemple 2. Dans l'espace affine euclidien E, rapporté à un repère orthonormé (O, 7,7), 
on sait (voir cours de Première) qu'une représentation paramétrique du cercle de centre О 
et de rayon R est définie par 

x-—Rcos0 

у= Кіп 0, ` le paramètre 0 décrivant R. 
Le mouvement d'un point M du cercle sera déterminé si l'on se donne une loi horaire 
9:  ——— 0— ẹ (f) définie sur un intervalle de temps I. 
Si E est orienté, le nombre 0 a une signification géométrique : c'est une détermination de 
l'angle des vecteurs fet OM (cet angle est l'angle polaire de OM). La trajectoire, ensemble 
des points M (R cos [e (0)], R sin [е (00) obtenus quand / décrit I, est une partie du cercle. 


On dit que le mouvement de M, par rapport au repère (О, 7, j), est circulaire. Plus géné- 
ralement : 


par rapport à un repère orthonormé donné de E, (ou de E;), le mouvement d'un point de E, (ou 
de E;) est circulaire si et seulement si sa trajectoire est incluse dans un cercle. 


Exemple 3. Dans l'espace affine euclidien E; rapporté à un repère orthonormé (О, ZZ k), 
on appelle hélice circulaire l'ensemble Г des points M de coordonnées 


х= К соз 
у= К sing 
z=h0 


(R > 0 et A 5 0 donnés, le paramètre 0 décrivant R). 


La projection orthogonale M, de M sur le plan (хОу) (fig. 1) décrit le cercle de centre О 
et de rayon R et si (xOy) est orienté, le repère (О, £ 3) étant de sens positif, 0 est une 
détermination de l'angle polaire de OM. L'ensemble des droites (M, M) est une surface 
cylindrique de révolution d'axe Oz et l'hélice circulaire T est une courbe tracée sur la 
surface. 

Soit la fonction vectorielle Е: 0 — К cos 0 f+ R sin 6 + A0 Ё définie sur R. 
Pour tout Ө réel, опа F(0-- 2) = F (0) + 2x A k donc si M et M' sont les points 
associés à 0 et 0 + 2, M a pour image M' par la translation de vecteur 2 x Ё. Quand 
Ө varie de 0 à 2, M décrit une spire de l'hélice. Les autres spires se déduisent раг 
translation. Le nombre 2 = | | est le pas de l'hélice, | A | est le pas réduit. 

Le mouvement d'un point M de l'hélice circulaire sera déterminé si l'on se donne une 
loi horaire 9 : £ »— 0 = e (1) définie sur un intervalle de temps I. La trajectoire, 
ensemble des points M (R cos [s (0] , R sin [o ()], } ẹ (0) obtenus quand / décrit I, est 
une partie de l'hélice circulaire. On dit que le mouvement de M, par rapport au repère 
(o, i, j, k) est hélicoïdal. Plus généralement : 


par rapport à un repère orthonormé donné de E;, le mouvement d'un point de E, est hélicoidal 
si et seulement si sa trajectoire est incluse dans une hélice circulaire. 


Exemple 4. Soit Г la représentation graphique, dans E, rapporté à un repère orthonormé 


(o, à 7), d'une fonction numérique f de la variable réelle x définie sur D (D C IR). 
Le mouvement d'un point M (x, /(х)) de Г sera déterminé si l'on se donne une loi 
horaire ф: £ ›— x = e(f) définie sur un intervalle de temps I avec 9 (D) C D. 


La trajectoire, ensemble des points М (v (0), (fo 9) (0) obtenus quand г décrit I, est 
une partie de Г. 


EXERCICES 


On supposera que l'espace affine euclidien E, est rapporté à un repère orthonormé. 


1. Trouver l'équation cartésienne de l'ensemble contenant la trajectoire de M (x, y) 
et construire cette trajectoire sachant que : 


х = cost — sint 
у = cost + sint, г décrivant [0, 2x]. 
2. Mémes questions avec 
s CAR: 
ESA 
26 3 
у= трт” R>O donné, t décrivant R. 


3. Mêmes questions avec 
x = sin ot 


$205 ASS O donné, r dëcrivanit ID À z} 


4. Construire la trajectoire de M (x, y) sachant que : M appartient à la parabole d'équa- 
tion y = x? + x — 2, la loi horaire est définie par x = 2 sin t sur IR. 


5. Construire la trajectoire de M (x, у) sachant que : M appartient à la courbe d'équa- 
tion x = 4/4 y — у, la loi horaire est définie par y = 2 r* sur [0,1]. 
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4. 3. NOTIONS DE TOPOLOGIE 
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а) Espace métrique. 


D'une maniére générale, E étant un ensemble quelconque, on appelle distance définie 
sur E toute application d de E х E dans R, vérifiant, quels que soient x, y, z de E, les 
propriétés suivantes : 


Dy d(x, y) 0 => (х= у) 
D 4(у,ху)=4(х,у) 
D, d(x,y) < d(x, z) + dz, у). 


Le couple (E, d) s'appelle un espace métrique. Le nombre d (x, y) est la distance des 
éléments x et y de E. 
Dans un espace métrique (E, d) on appelle boule ouverte de centre ху (xy € E) et de rayon 
h (h > 0) l'ensemble des éléments x de E tels que (хо, x) < h. 
b) Espace vectoriel muni d'une norme. 
Soit U un espace vectoriel sur IR. On appelle norme définie sur Ù toute application n de 
*U dans R, vérifiant, quels que soient v, v' de U et « de IR, les propriétés suivantes : 
№. n(G)=0 <> 5-0 
H  оп(аУ)=|«|п(%) 
№. a6) «nG) п (5). 
Le nombre réel positif ou nul n (5) s'appelle la norme du vecteur v. 
Considérons l'application d de U x Ù dans R, définie par 4(5, v) = n(v — v). 
Montrons que d est une distance définie sur W. Quels que soient y, v, d de U on а: 
аб, 9) 0 = nG 0) 0 а y— v —0 (d'après N) 
-— V— Y бопе D, est vérifiée. 
49,5) 29 -9)-2[-G-7) - 1C 019 (9—9) (après N) 
—n(G—7)—4(, 7) donc D, est vérifiée. 
аб) 22G—7)-[G—) + —)] «n G —) + n G7 — V) (d'après MA 
аб, v) df V) -- 4(V, V) ` donc D, est vérifiée. 


On peut donc énoncer : 


vectoriel sur IR. A toute norme définie sur U on peut associer une 
ur * qui est l'application de U x V dans R, définie par 


a(.v) 2n(v- V). 


Tout espace vectoriel sur IR muni d'une norme n est donc aussi muni d'une distance d 
qui est la distance associée à п. C'est donc un espace métrique. 


EXERCICES 


1. On sait que (IR, +, х) est un espace vectoriel sur IR. Montrer que, si x est un nombre 
réel quelconque, | x | est une norme de x. 


2. Soit*U, un espace vectoriel sur IR, de dimension 3, rapporté à une base (1, J, k). Mon- 
trer que, si = x + у] + z est un vecteur quelconque de U, : 


Ixl+1»1+ 12]. est une norme de y, 

sup x |, | у |, 1 z D est aussi une norme de Ӯ, 

HERE 
Démontrer que pour tout vecteur Y = x / + y / + z È deU, опа 


5 dl Dl 14} < sop dx}, (УМ < V EXER єх] Dl Hl. 


est aussi une norme de v. 


с) Espaces vectoriels euclidiens £, s, бу. 


Rappelons qu'un espace vectoriel de dimension 3 est euclidien s'il est muni d'un produit 
scalaire qui a été défini en classe de Première. Nous avons désigné cet espace vectoriel 
euclidien par &. 

Tout plan vectoriel de 6, est aussi muni d'un produit scalaire, c'est donc un plan vec- 
toriel euclidien désigné par б 

Toute droite vectorielle de 8, est aussi munie d'un produit scalaire, c'est donc une droite 
vectorielle euclidienne que nous désignerons par 8. 


Rappelons aussi que, si (5)? est le carré scalaire d'un vecteur quelconque de &, (ou de 
бь ou de 6), la norme euclidienne du vecteur ? est le nombre V/(5)" que l'on notera |» ||. 
On a vu (en Première et en Seconde) que cette norme euclidienne vérifie les propriétés Му, 


М» №, d'une norme. On peut donc, d'après le théorème précédent, associer à cette norme 
une distance qui est la distance euclidienne. 


La distance euclidienne de deux vecteurs quelconques Y et d de &, (ou б, ou бу) est : 
аб, 9) = (6 9) – | |. 

Dans бу, 6, ou &, qui sont des espaces métriques, une boule ouverte de centre v; (v; appar- 

tenant à &,, 6, ou El et de rayon A (h > 0) est l'ensemble des vecteurs » de £y, 6, ou б, 

tels que : [|5 — v || < A que l'on peut écrire (propriété Ру: ||y — | < ^. 


En particulier, on peut considérer IR comme une droite vectorielle euclidienne. 
La distance euclidienne des nombres x et x, de IR est 


d(x, x) = п(х — x) = VE së |х хо | 
et la boule ouverte de centre x, et de rayon A est l'ensemble des nombres réels x tels que 
| x — xo | < ^ c'est-à-dire l'intervalle ouvert de centre x, : 
Iro — й, xo + М. 


d) Interprétation géométrique dans les espaces affines euclidiens Ej, Es, Ey. 
Soit E, Es, E, des espaces affines euclidiens associés aux espaces vectoriels euclidiens 
5, 5,, б. Choisissons un point О dans E, (ou Es, ou Es). Soit Mo et M les points tels 
que ўз et » étant deux vecteurs quelconques de E, (ou Ej, ou Ej) 
OM,—*, ON 
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4.4. 


а) 


Rappelons que d (Mo M) = || MaM [| = || oM — ом, || = |I — s; | est 1a distance 
euclidienne des points M, et M. 


Dans E;, l'image de la boule ouverte de centre V et de rayon л est le segment ouvert S 
de centre M, et de rayon Л: 


S= {M EE, | d(Mo М) < h}. 
Dans Е, l'image de cette boule ouverte est le disque ouvert A de centre M, et de rayon л : 
А = {M EE, | d (Mo, M) < A}. 
Dans Еу, l'image de cette boule ouverte est la boule ouverte B de centre M, et de rayon л : 
= {М EE, | d (Mo, М) < А). 


CONTINUITÉ DE FONCTIONS VECTORIELLES 


Continuité en un point. 
Dans ce qui suit, nous supposerons que le but de la fonction vectorielle est бу, бу ou бу. 


Définition. 


Une fonction vectorielle F définie sur un intervalle de centre t, est continue au point t; 
si et seulement si, quelle que soit la boule ouverte 3 de centre F (to), il existe un inter- 
valle 1 de centre to tel que F(I) с 9. 


On rapprochera cette définition de celle de la continuité d'une fonction numérique 
d'une variable réelle en un point (cf. § 1.1). 

La propriété de continuité en г, peut s'écrire en utilisant les quantificateurs : 
(xe) Open (relo—8,t--8D IFO — FG l| — a. 


Elle peut aussi s'énoncer ` quel que soit « > 0, il existe 8 > 0 tel que pour tout г réel 
on ait 


'—|<8 — || FO Е) || < a. 
Dans l'espace vectoriel euclidien 8, rapporté à une base orthonormée (1, j, k), supposons 
que la fonction vectorielle Е soit définie par un triplet (f, g, Ai de fonctions numériques 


d'une variable réelle définies sur un intervalle Ja, b[ de centre гу. On peut écrire pour 
tout / de Ja, b[ : 


F()— f(01-- (07+ hok 
a FG) = а) вә) hok 
d’où 
ПЕ F (9 || — МО FE + le @) — 8 GP + [4 (0 — & GP 
On sait que (cf. $ 4-3, ex. 2) : 
WD  |[F()—FG9l «If — F0 |+ 1e — g Go) | + lg — h Go) | 
et que 
Q [Oft |< IFO — Fo ll 
Q [eO et l< IFO — Fo | 
m  |h(0 — G9 |S | FO — F G9 |1 


(On démontrera (1), (2), (3), (4) en élevant au carré les deux membres de chacune de 
ces inégalités.) 


Si F est continue en fọ, quel que soit а > 0, il existe 8 > 0 tel que pour tout £ réel on ait 
lt— tol <8 ПЕ — F (tò || < a 

donc d’après (2), (3) et (4), pour tout £ réel on a 
о — |/@—/ш)|<« 
В = 180 — e (t| <a 
lt — tol <B =— АО h(t) | < а 

donc f, g, h sont continues au point #4. 


Réciproquement si f, g, h sont continues en fo, quel que soit « > 0, il existe D > 0 
® > 0, Вз > 0 tels que pour tout г réel on ait 

E 

Ы m Hm 70) | 3 

« 


п m |60 0) 1<3 


По IA Mill D 


posons & = inf (&,, Be fs), pour tout t réel on a d'après (1) : 
= t6] 8 — IF — Fl < 
donc F est continue au point fọ. 


Nous venons de démontrer que, si бу est rapporté à une base orthonormée, pour que F 
soit continue en г, il faut et il suffit que f, g, ^ soient continues en ty. Démontrons que ce 


résultat est encore vrai si la base est quelconque; Soit une autre base quelconque (1, L E) 
de &, et supposons F définie, dans cette nouvelle base, par un triplet (f, г, А) de fonc- 
tions numériques de la variable t définies sur le méme intervalle Ja, БГ de centre 1, que 
les fonctions f, g et h. Pour tout t de Ja, bL опа 


F()— fi 0j Ok = AO + n O À + һ OR. 
Les vecteurs 1, j, k s'expriment dans la nouvelle base : 
Та BÀ d cb 


ja gv 


k— atr gr e Y 


+ 


d'où 
FO= f( [c + 8Л УЕ] Olite itra] no n + ei + v А] 
F (0 = [sf (0 + a'g (0) + oh (13 + BAOH Be (0+ AOA 
UO v'e (O + Y'h ОТА 
donc AG) = а (0) + a'g () + a" h (0 
а (0 — В/@ + Semi B h() 
ъ= vf() + Y e(0-- Y h (0 


comme f, g, h sont continues en ге, les fonctions fi, gı, / sont aussi continues en fy 
(cf. $ 1.5). 

Réciproquement si fı, #1, h, sont continues en fo, on démontre de méme en exprimant 
ZA А, dans la base (7,7, k) que f, g, h sont continues en tọ. Donc pour que Е soit con- 
tinue en 1, il faut et il suffit que les trois fonctions qui définissent F dans une base quel- 
conque de &, soient continues еп гу. Ce résultat est encore vrai dans 6, ou 6, (dans б, 
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raisonner avec deux coordonnées au lieu de trois en prenant la base orthonormée (7) 
et la base quelconque (ў, /,) dans &; dans &, raisonner avec une seule coordonnée 
prenant 1 et À dans EA. Nous pouvons donc énoncer : 


Théorèm 


Une fonction vectorielle F est continue au point t si et seulement si les fonctions numé- 
riques de la variable réelle qui la définissent dans une base quelconque de l'espace 
vectoriel euclidien, but de F, sont continues au point tọ. 


REMARQUE 


Nous avons supposé que l'espace vectoriel est euclidien. On pourrait définir et étudier. 
la continuité à l'aide d'autres normes (cf. $ 4.3, ex. 2). Mais c'est la norme euclidienne 
qui correspond à la distance usuellement employée en Physique et en Cinématique 
et c'est cette norme que nous utiliserons par la suite. 


EXERCICE 


1. Soit V, un espace vectoriel sur IR, de dimension 3, rapporté à une base (7, 7, Ё). Si 
Y= хЇ+ у] + zk est un vecteur quelconque de*U,, on sait (cf. $ 4.3, ex. 2) que les 
nombres : | x | + |y | + |: |, sup (| x], |у |, |z), vs + у*# + 22 sont des normes 
de v. Montrer que l'application identique de Y, muni de la distance associée à l'une 
de ces normes, dans W, muni de la distance associée à une autre de ces normes, est 
continue (à l'aide des inégalités de l'exercice 2 du $ 4.3, on montrera que quel que soit 
la boule de centre un vecteur y, de W, muni de l'une des trois distances, il existe une 


boule de centre ў, de W, muni d'une autre de ces distances dont l'image est incluse 
dans la premiére boule). 


b) Opérations sur les fonctions vectorielles continues. Composition. 


Des théorèmes relatifs aux opérations sur les fonctions numériques continues en to 
(cf. $ 1.3) nous allons déduire des théorèmes relatifs aux opérations sur les fonctions 
vectorielles continues en ty. 

Si, dans une base quelconque de бу, F et G sont déterminées par des triplets (Л, fa ле 
(tis Se 8a) de fonctions numériques définies sur D (D с R), D contenant #4, on vient de 
voir que ces fonctions numériques sont continues en гу. Donc f, + gy, fa + £a fa + 8a 
sont aussi continues en f, (cf. $ 1.3), par suite, d’après le théorème précédent, la fonction 
vectorielle F + G qui est définie sur D (cf. $4.1 b) par le triplet (f + #3, fa къ, + #3) 
est continue en fy. 


Si à est une fonction numérique également définie sur D et continue en гу, les fonctions 
numériques Afi, fs, ^; sont aussi continues en ге (cf. $ 1.3) et, d'après le théorème précé- 
dent, la fonction vectorielle ХЕ définie sur D (cf. $ 4.1 c) par le triplet Ofis fo, А) est 
continue en f£. 


Si la base choisie dans бу est orthonormée, on sait (cf. $4.1 d) que le produit scalaire des 
fonctions vectorielles F et G précédentes peut s'écrire : 


F.G = fiti + Ље bës 


cette fonction numérique, définie sur D, est également continue en г, (cf. $ 1.3). 


4. 5. LIMITES DE FONCTIONS VECTORIELLES 


On verra que les résultats précédents sont encore vrais dans &, ou dans бу. Concluons : 


ЧӨЙ. инер ii iii t calli det 
Si F et G sont des fonctions vectorielles continues en ty, de méme but E, 6, ou &, 
si À est une fonction numérique continue en to alors les fonctions vectorielles F + G 
et àF et le produit scalaire F . G sont continus en t. 
I——— ora ааа рс ——— — — 
REMARQUE 
Si F est continue en tout point d'un intervalle I= Ja, b[, on dit que Е est continue sur I. 
Si F et G sont deux fonctions vectorielles continues sur I et si A est une fonction 


numérique continue sur I, alors, d'aprés le théoréme précédent, les fonctions vecto- 
rielles F + С et àF et le produit scalaire F.G sont continus sur I. 


EXERCIOE 


2. Soit F (1, 6) l'ensemble des fonctions vectorielles définies sur un intervalle I = Ja, AL 
de but & et C (I, &;) l'ensemble des fonctions vectorielles continues sur I, de but бу. 
L'addition de ces fonctions étant notée +, la multiplication par un nombre réel 
notée ., montrer que (€ (1, &), +, .) est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel 
sur R (F (1, 8), +, -) (cf. $4.1 c, exercice 1). 


Soite: £ :— — и = e (t) une fonction numérique définie sur D (D C R) et continue 
en f, de D, F: u ——- = F (u) une fonction vectorielle définie sur D' avec 
$ (D) C D'C R et F est continue en иу = Ф (to). 

Si l'on se place dans 6, rapporté à une base quelconque (le raisonnement serait le méme 
dans &, ou £) et si Е est déterminée par un triplet (fi, fa /;) de fonctions numériques 
définies sur D’, puisque Е est continue en uo = Ф (tj), les trois fonctions fi, fs, fa sont 
continues en uo = Ф (fo). П résulte du théorème sur la composition de fonctions numé- 
riques continues (cf. $ 1.2) que les fonctions composées f, o o, fa © s, f; © Ф sont continues 
еп to, par suite 1а fonction vectorielle F o définie sur D (cf. $ 4.1 e) par le triplet 
(лоф, fa 0 9, fa 0 9) est continue en гу. Nous énoncerons : 


Théorème. 


Si est une fonction numérique continue en t, et Е une fonction vectorielle continue 
еп Ф (to), alors la fonction vectorielle composée F o o est continue en tọ. 


a) Limite en un point. 
Nous supposerons toujours que le but de la fonction vectorielle est &,, 6, ou бу. 
Rappelons qu'un intervalle pointé de centre 1, est une partie de IR. de la forme 
l= =, о, A avec л 0 
ce qu'on peut noter 
I = yt — h, to + h[— {to} 
cet ensemble n'est autre que l'ensemble des nombres réels z tels que 0 < | 1 — ty | < h. 


ован — — — '—  — — 


Une fonction vectorielle F définie sur un intervalle pointé de centre ty admet une limite 7 


au point t; si et seulement si, quelle que soit la boule ouverte B de centre 7, il existe un 
intervalle pointé I' de centre f, tel que FU) с B. 
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On rapprochera cette définition de l'une de celles de la limite d'une fonction numérique 
d'une variable réelle en un point (cf. $ 1.8). 
Cette définition peut s'écrire à l'aide des quantificateurs : 
(ac) аве) фє»—В,ь+81—{ь) ПЕ <. 
Elle peut aussi s'énoncer : Quel que soit x > 0, il existe 8 > 0 tel que pour tout t réel 
on ай 
0c|r— n8 — во - | <a. 
On écrit lim F=} 
LI 


On dit aussi que Е tend vers 7 quand t tend vers г, et on écrit lim F = 1. 


On écrit aussi lim F() — 1. 
BA 


Оп démontre le théorème suivant (sa démonstration est la même que celle du théorème 
du § 4.4 а où Гоп remplacera F (fẹ) par еі |t —4|—8 par 0< |.— |< 0) : 


Théorème. 
Dans l'espace vectoriel euclidien &, rapporté à une base quelconque, une fonction 
vectorielle définie par un triplet (/, g, ^) de fonctions numériques de la variable réelle t, 


a pour limite le vecteur 7 (a, b, c) au pointt, si et seulement si les fonctions f, g, h ont 
pour limites respectivement a, b, c au point tọ. 


——————ҮР 


Ce théorème est encore vrai dans & ou бу. 


REMARQUES 


1. Si f, g, h ont des limites au point г, elles sont uniques (cf. $ 1.8 b). Donc si une fonction 
vectorielle admet une limite au point fo, cette limite est unique. 


2. Une fonction vectorielle Е est continue en 1, si et seulementsi lim F = F (fo). 


b) Extensions de la notion de limite. 


Définition. 
Une fonction vectorielle F définie à droite de t; c'est-à-dire sur un intervalle de la 
forme ]to, to + EI (h> 0) admet une limite Га droite au point to si et seulement 
si, quelle que soit la boule ouverte 3 de centre 7, il existe un intervalle 

1= lie, to + BL (8 > 0) tel que F (I) € 3. 


On pourra écrire cette définition à l'aide des quantificateurs. Elle peut aussi s'énoncer ` 
Quel que soit « > 0, il existe 8 > o tel que pour tout t réel on ait 


0<1—1<8— EIER? 


On écrit lim FL on écrit aussi lim F()— 1. 
ктө an 


Vous définirez de méme la limite à gauche au point г, que l'on note 


lim F=] ош lim F()—1. 
mn pun 


Définition. 


Une fonction vectorielle F définie sur Ja, + оо[ admet une limite / quand t tend vers 


+00 si et seulement si, quelle que soit la boule ouverte 3 de centre / il existe une 
demi-droite | = 18, +оо[ (8 > 0) telle que Е (1) c 3. 


Сеце définition реш s'énoncer aussi : Quel que soit « > 0, il existe 8 > 0 tel que pour 
tout г réel on ait 
i> $ = (GEIER 
On écrit lim F=] ош lim F()—1 
peu em 
Vous définirez de méme ce qu'on appelle limite 7 de Е quand z tend vers —оо, que Гоп 
note 


lim F=] où lim F()— 7. 

e Se 

Dans 8, par exemple (il en sera de méme dans б, ou 8,) on démontre le théorème suivant 
(cf. § 4-5 a). 


Théorème. 
Dans l'espace vectoriel euclidien & rapporté à une base quelconque, une fonction 
vectorielle, définie par un triplet (f, g. ^) de fonctions numériques de la variable réelle £ 
а pour limite le vecteur (a, b, c) à droite ou à gauche en t; ou quand t tend vers +00 


ou —оо si et seulement si les fonctions f, g, h ont pour limites respectivement a, b, c à 
droite ou à gauche en t; ou quand t tend vers +оо ou —oo. 


EXERCICES 
Dans &, rapporté à une base (7, J, À), étudier les limites des fonctions vectorielles : 
1.0 іи o rk au point t = 0 


H 


DIN EYES £331 3] à gauche au point £ = 1 


з Ies 


quand г tend vers +00 ou —oo. 


REMARQUE 


3. Soit la fonction numérique de la variable réelle : £ — || F (1) ||, on notera que 
cette fonction peut avoir également pour limite --oo au point г, (ou à droite ou à 
gauche) ou quand г tend vers +œ ou — оо. Par exemple, dans & rapporté à une base 


orthonormée (7, 3), soit la fonction vectorielle Е : t + i бъет 


ona lim 1-0 
ms 
lim (®+—1)= 
Mmm 
donc l'une des coordonnées a pour limite +00 et 


lim ||F()|| = lim A stin IR +оо (0.81.13 с). 
ais beis lá 
Mais il est possible d'avoir lim || F (r) || = +00, aucune des coordonnées n'ayant 
pour limite Aen (ou — оо). Soit, par exemple, a fonction vectorielle 
F: t tcos ti 4 tsin £j, 
quand | t | tend vers +00, chacune des coordonnées / cos t et t sin f n'a aucune limite 


mais lim HF = lim (r*cos* t + r*sin* r) — lim £*— +00. 
Mete rte Wie 


c) Opérations sur les limites 


Théorème. 


Si F et б sont des fonctions vectorielles de même but &,, 5, ou &, et si à est une fonction 

numérique de la variable réelle t ayant chacune une limite en го, les fonctions vecto- 

rielles F + G et à F et le produit scalaire Р. G ont chacune une limite en t; et on а: 
lim (F + G) = lim F + lim G 


lim (àF) = (lim 2) (lim F) 


lim(F . б) — (lim F) . (lim G) 


Ces résultats se démontrent sans difficultés en définissant F et G, par exemple dans б, 
par des triplets (fi, fo, Л) et (e Z» g3) de fonctions numériques de la variable réelle t et 
en utilisant les théorémes sur les limites de fonctions numériques d'une variable réelle 
(les démonstrations sont les mémes que celles relatives aux opérations sur les fonctions 
vectorielles continues données au $ 4.4 b). Les résultats sont encore vrais si F, G, X 
ont des limites à droite ou à gauche en fọ ou quand £ tend vers +00 ou —oo. 


REMARQUE 
4. Le théorème précédent énonce des conditions suffisantes pour que Е + О, AF, F.G 
aient des limites. Mais d n'est pas nécessaire que Е, G ou à aient des limites pour que 
F + G, AF ou Е.С en ait une (voir exercice 5 qui suit). 
EXEROICES 


4. Dans б, rapporté à une base orthonormée (7, j), soit les fonctions vectorielles de la 
variable réelle / 


potro Ваа 
T т 
T LER: 
ө: 0—0 +191677] 


étudier lim (Е +G) et іт (F.G). 


Ga Gu 


5. Dans & rapporté à une base orthonormée (4, 7), soit les fonctions vectorielles de la 
variable réelle г 


Е: 0—51 


G: r——.sinri-( — 1)f 
soit la fonction numérique de la variable réelle r 
x: e—— t(t— 1) 
étudier les limites de AF et de F.G au point t = 0; au point г = 1. 


4. 6. DÉRIVÉE EN UN POINT 


а) Fonction vectorielle différentiable ou dérivable en un point. 


Soit une fonction vectorielle F définie sur un intervalle contenant un point #. 
Nous supposerons toujours que le but de la fonction vectorielle est 5, ou 6, ou б, La 
définition d'une fonction vectorielle différentiable et celle d'une fonction vectorielle 


dérivable en un point sont les mêmes que celles données au chapitre 2 pour une fonction 
numérique d'une variable réelle. 


Définition. 
Une fonction vectorielle F est différentiable au point t si et seulement s'il existe 


un vecteur? et une fonction vectorielle æ définie sur un intervalle І de centre to tels que 


(te) ` Ei Ft) + (t — £7 (— to) a (0) ui 
avec 


lim a = б. 


Si l'on pose £ — г, = h, l'application : л + hī s'appelle encore la différentielle 
de F au point # et se note dP On a donc pour tout / réel 


dF, (h) = hi, 


on écrit aussi 7л au lieu de A1. 


Il résulte de la relation (1) de la définition que : 
F FQ) 


1s =1+a0 


Wiel to avec lim a =б 


on а donc 


0) 


Réciproquement si Гоп а (2), on peut trouver une fonction vectorielle « telle que : 
Em Em 7 


a(t) PE 1 


sur un intervalle pointé de centre гъ: 1 — {ro} et telle que а (il = EU étant un vecteur 
que l'on peut se donner arbitrairement; si l'on choisit k = б, alors « est continue au 
point го). Nous pouvons alors écrire : e 

(ten F(A) = F (to) + — (ld (t — to) a (0) 
avec lim « = б. Donc F est différentiable au point гу. Nous voyons donc que pour que F 


59 к 
soit différentiable en 1, il faut et il suffit que Гоп ait (2). 


юйюне ——— —— 
Une fonction vectorielle F est dérivable au point t, si et seulement s'il e 
teur /'tel que 


un vec- 


F(t) — F (t, 


lim 


Ce vecteur À lorsqu'il existe, s'appelle la dérivée de F au point to. 


e 


Nous savons (cf. $ 4.5 а) que cette limite, lorsqu'elle existe, est unique. On vient de voir 
que : 


Théorème. 


Pour toute fonction vectorielle définie sur un intervalle de centre t; les deux propriétés 
suivantes sont équivalentes : 


1. La fonction est différentiable en tọ. 


| Il résulte de la relation (1) de définition d'une fonction vectorielle Е différentiable en to 
| que 


lim Е(@) = F (t) 
KE 


Тһёогёте. 


Toute fonction vectorielle différentiable (ou dérivable) au point t, est continue en се 
| point. 


| ce qui exprime que F est continue en гу. Donc : 


Plaçons-nous dans 6; par exemple (il en est de méme dans &, ou 8). Si &, est rapporté à 
une base quelconque et si F est définie par un triplet (f, e, A) de fonctions numériques 


de Іа variable réelle /, soit a, b, c les coordonnées de 7, on sait (cf. $ 4.5 a) que pour avoir 


lim. 
ө, 


M F (t Dës 
il faut et il suffit que les coordonnées de 3 aient pour limites respectivement 


les coordonnées a, b, c de ] c'est-à-dire que 


lim о) _ lim EI —#@ 


| 

| h() — һа) 
| ta 1—10 rh 1—10 

| 


1—1 


On peut donc énoncer : 


Théoràme. ——— 


Dans l'espace vectoriel euclidien &, rapporté à une base quelconque, une fonction 
vectorielle F, définie par un triplet (/, g, ^) de fonctions numériques de la variable 


réelle t, est dérivable au point t, si et seulement si les fonctions /, g, ^ sont dérivables au. 
point t. 


Les dérivées, lorsqu'elles existent, des fonctions f, g, en ta sont les coordonnées de 
la dérivée de la fonction vectorielle еп tọ. 


—————————————— 


Si Р est dérivable en tout point de Ja , b[ on dit que F est dérivable sur Ja , b[ et la fonction 
vectorielle qui associe à tout nombre г de Ja , H la dérivée de F au point / s'appelle la 
fonction dérivée de la fonction F et se note F'. La dérivée de Е au point 7 de Ja, b[ se 


note F' (r) et si, par exemple dans бу rapporte à une base ( J, 
F() = 70) PF 207 (0%, 
, h étant dérivables au point г, on peut écrire d'après le théorème précédent : 


FO=S'Oi+e (0]4- Ok. 


À), ona 


b) Interprétation géométrique de la dérivée : tangente à une courbe. 


Soit un espace vectoriel euclidien 6, ou бу, but d'une fonction vectorielle F définie sur D 
(D C R), et E; ou Е, un espace affine euclidien associé où l'on choisit un point О. Consi- 
dérons les points M, et M tels que, г, et ? appartenant à D : 


OM; = F (t) 
OM —rF() (88.2). 


o 


Fig.2 


Définition. —————— — — ———————— — ———— —— 
Soit Г l'ensemble des points M de E, ou Ey, où l'on a choisi une origine O, tels que 
ОМ = F(t), F étant une fonction vectorielle de la variable réelle t, On dit que la droite 


AM à) passant par М, image de ty, et de vecteur directeur Ù est tangente à Г en 
M, si et seulement si ` 


1. F est continue en ty. | 
2. Il existe un vecteur directeur Ф (t) de la droite (MM), Ф étant une fonction vec- 
torielle de t, tel que lim Ф = v. 


Nice cra qr сы чка AL c ы M T ed 


Si Е est dérivable en tọ, la condition 1 est réalisée car on sait qu'une fonction vectorielle 
dérivable en г est continue en г (cf. 8 4.6 a). On peut écrire d'autre part : 


jim EG EE Lr gie 
IER t— fg 
T OMEN F'(t) 


tte t— fy 
MM o 
lim — F9 
Laf 
MM 
Geer 
SiF Oh 6, la droite Ae (Mo, F' (19) est donc tangente à Г en Mo. Concluons : 


Théorème. : z SS 
Si la fonction vectorielle F a une dérivée non nulle en t,, l'ensemble Г des points 


tels que OM = F (t) admet une tangente en М, image de A de vecteur directeur 
F' (6. 
Exemple 1. Supposons un espace vectoriel euclidien бу orienté par le choix d'une base 
orthonormé (7, J). Soit E, un espace affine euclidien associé à &,, orienté et rapporté au 
repère orthonormé de sens positif (O, 7, J). Une représentation paramétrique du cercle Г 
de centre O et de rayon R est définie par 
| x = Rcos 


| y= Rsin6 (9 décrit R) 
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La fonction vectorielle associée est F: 0 ı— R cos 0 + R sin 8 / définie sur R. 
Nous supposerons le rayon non nul. Rappelons (cf. $ 4.2 b, ex. 2) que le nombre réel 6 
est une détermination de l'angle polaire de F (6). 

Puisque les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur IR, la fonction vectorielle Е 
est dérivable sur R et, pour tout 0 réel, 


F' (0) = — R sin Ө R cos 07 
que l'on реш écrire F' (0) = R cos (o+ SI sin (0 +3 
ou encore : 
vm Fo = Wb 4 3) 
nous avons || F' (0) || = || F (0) || = R et une détermination de l'angle polaire de 


Fest 0 + 3: 
Puisque Е' (0) 7^ б, le cercle Г admet une tangente en M, image de 0, de vecteur directeur 
FO- rfo 4 j quel que soit 0 réel. 


Notons que (1) est vraie en particulier si R = 1 c'est-à-dire si F (0) est un vecteur uni- 
taire, alors (Е (9), F' (0) est une base orthonormée de б, de sens positif. 


Exemple 2. Soit, dans E, rapporté à un repère orthonormé (О, Å, 7), l'ensemble Г des 
points M (x, ») de représentation paramétrique définie par 
x = ас050 
O | у = reien 
(a > 0 et b > 0 donnés, 0 décrit IR). 
Un tel ensemble s'appelle une ellipse. (On vérifiera que son équation cartésienne est 
2 


2 = 1, cf $ 3.6 exemple 3). Dans le cas particulier où a = b, Г est le cercle de 


centre O et de rayon a. 
La fonction vectorielle F : 0 (— — a cos 01 -- b sin 07 est dérivable sur IR et, pour 
tout 0 réel, F' (0) = — a sin 07 4- b cos 0 


et F' (0) 0 car а> 0, b> 0 et sin 0 et cos 0 ne sont jamais nuls simultanément. 
Donc l'ellipse Г admet une tangente en tout point M, image de 6, de vecteur directeur 
F' (0). 
Exercice. 
Cherchons l'équation cartésienne de la tangente A, à Г au point M, (a cos бу, b sin 0). 
Pour qu'un point P (x, y) appartienne à A, il faut et il suffit que les vecteurs MP et 
E (04) soient colinéaires; pour qu'il en soit ainsi il faut et il suffit que le déterminant du 
couple (MP, F' (9,) soit nul : 
х — acosÓ — — asing 
y — bsind, b cos, 


c'est-à-dire, aprés simplification, 
bx cos 04 + ay sin б, = ab 


аш #соз®% + 5 ino = 1 
c'est-à-dire A TH 


REMARQUE 
On sait (voir cours de Première et de Seconde) que toute courbe dont l'équation peut 
se mettre sous la forme у = ax* (a 3 0) (au besoin, après un changement d'axes) 
s'appelle une parabole et que toute courbe dont l'équation peut se mettre sous la 


forme y — : (a 0) (au besoin encore, aprés un changement d'axes) s'appelle une 
hyperbole. 


Ces courbes admettent une tangente en chacun de leurs points car on sait que toute 
courbe d'équation у = f (x) admet une tangente en chacun de ses points M (x, f (x)) 
si f est dérivable en x. 

Toute courbe dont une représentation paramétrique est définie sur IR par (I) s'appelle 
une ellipse. On vient de montrer l'existence d'une tangente en tout point de l'ellipse. 
De telles courbes (parabole, hyperbole, ellipse) s'appellent des coniques. Elles seront 
étudiées dans le tome III. 


Exemple 3. Soit, dans E, rapporté à un repère orthonormé (О, ?, J, À), l'ensemble Г des 
points M (x, у, 2) de représentation paramétrique définie раг 

x = R cos 0 

у= Кіп 

z—h0 (К> 0 et A # 0 donnés, 0 décrit R) 
On sait que Г s'appelle une hélice circulaire (cf $ 4.2 b) et nous avons donné une inter- 
prétation géométrique du paramètre 0. 
La fonction vectorielle F : 0 1 R cos 07 4- R sin 0 + A est dérivable quel 
que soit 0 réel et sa dérivée au point 0 est 

F'(0) = — R sin 07 - R cos 0f + hk, 

pour tout 0 réel on a Е' (0) 0 car || F' (9) || = R? + № 5 0 puisque К # 0 et 
A 20 donc Г admet une tangente en tout point M, image de 0, de vecteur directeur 
F' (0). 
On remarque que la norme euclidienne du vecteur F' (0) est || Е' (0) || = A/R3-T- 78 cons- 
tante. Si æ est une détermination de l'angle des vecteurs Ё et F' (б), on sait (cf. cours de 
Premiére) que 


k.F © = [Ex ПЕ @ [| x cos a = У F cos a, 
par ailleurs le produit scalaire Å. F’ (0) peut se calculer à l’aide des coordonnées 0, 0, 1 
de Ё et des coordonnées — К ѕіп 0, Rcos0, A deF'(0): 

ДЕ (0) = 0 x (— R sin 0) + 0 x (R cos 0) + 1 x A= h 
d'où AR? TE cos à = л 


par suite кише RTT 
l'angle des vecteurs / et F' (0) est donc constant quand 0 décrit R.. La tangente а l'hélice 
circulaire, ayant pour vecteur directeur F' (0), fait un angle constant avec l'axe Oz 
défini раг О et Ё (fig. 3). 
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Fig. 3 


Si M, est la projection orthogonale de M sur le plan (хОу), quand 0 décrit IR, l'ensemble 
des droites (MM) est une surface cylindrique de révolution d'axe Oz. Chacune des 
droites (M,M) s'appelle une génératrice de la surface. Nous pouvons énoncer : 


Une hélice circulaire admet une tangente en chacun de ses points. Cette tangente fait un 
angle constant avec l'axe de la surface cylindrique de révolution qui contient l'hélice circu- 
laire ou encore avec les génératrices de cette surface. 


EXERCICES 


On supposera les espaces affines euclidiens Е, ou E, rapportés à des repères orthonormés. 


. Trouver les équations cartésiennes de la tangente en M à l'hélice circulaire définie 
précédemment. Soit T le point d'intersection de cette tangente et du plan (xOy), 


M, la projection orthogonale de M sur (xOy). Calculer || Mjf ||. 


2. Soit Г l'ensemble des points M (х, у) de Е, de représentation paramétrique définie 
sur R par 


Trouver l'équation de la tangente, si elle existe, aux points de Г correspondant à 
tay Е X 


Interprétation cinématique de la dérivée : vecteur-vitesse. 
En Cinématique, si l'espace affine euclidien E, (n = 1 ou 2 ou 3) est rapporté à un 
repère R, nous supposerons que R est orthonormé lorsque n= 2 оил = 3 et que 


R — (б, 1) lorsque п = 1 en prenant О sur la droite E; et / étant un vecteur unitaire 
de cette droite. Nous donnerons alors la définition suivante : 


Daa, | 
Soit le mouvement d'un point M de E, rapporté à un repère R d'origine О, déterminé 


par F : t +——— OM = F(t) définie sur un intervalle de temps І. Si la fonction 
vectorielle Е est dérivable au point t de І, on appelle vecteur-vitesse du point M à 
l'instant t, dans son mouvement par rapport au repère R, la dérivée de F au point t. 


Ce vecteur-vitesse sera noté v, F'() 


Le théoréme du sous-paragraphe précédent (cf. $ 4.6 b) peut alors s'énoncer sous une 
autre forme équivalente : 


Théorème. 


Si un point, en mouvement par rapport à un repère f, a un vecteur-vitesse non nul à 
l'instant t, sa trajectoire admet une tangente en ce point, à l'instant t, de vecteur direc- 
teur ce vecteur-vitesse. 


REMARQUE 


Certains auteurs appellent « paramètres directeurs » d'une droite, les coordonnées 

d'un vecteur directeur de la droite. Donc les coordonnées du vecteur-vitesse d'un 

point, quand ce vecteur n'est pas nul, sont des paramétres directeurs de la tan- 
* gente à la trajectoire en ce point. 


On supposera Е, rapporté à un repère orthonormé (О, 1, ÿ). 
3. Les coordonnées de M de E, sont. 
x = cost — sint 
|» = cost + sint 
à tout instant r de [0, 2]. 
Calculer les coordonnées du vecteur-vitesse y de M. Que peut-on dire de || v ||? 
. Les coordonnées de M de E, sont 


Ф 


за 
HE 

à tout instant / de R. 

On appelle P le point oü la tangente en M à la trajectoire de M rencontre la droite 
d'équation x — 1. Calculer les coordonnées du vecteur-vitesse de M et celles du vec- 
teur-vitesse de P. Comparer les normes de ces deux vecteurs. 


4. 7. OPÉRATIONS SUR LES FONCTIONS VECTORIELLES DÉRIVA- 


BLES. COMPOSITION 


a) Opérations sur les fonctions vectorielles dérivables (ou différentiables). 


Soit F et G deux fonctions vectorielles de méme but б, 6; ou Eg, dérivables sur Ja, b[ et à 
une fonction numérique également dérivable sur Ja , b[. Les fonctions Е, G, à sont donc 
différentiables en tout point t, de Ja, b[. П existe des intervalles 1, J, К de centre гу tels 
que 


(ren F (t) = Fto) + (t — to) F' (t) + (t — to) a (0) а) 
avec lim a = б, 
th 
rei G (0 = G (to) + (t — t) G' (t) + (t — to) 8 (0) о) 
avec lim 8 = б, 
ө, 
WIEK) х0 = A Cto) + (t — to) »' (to) + (t — to) y (9) (3) 
avec lim y = 0. 
Ex 
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(On notera que « et 8 sont des fonctions vectorielles qui ont pour limite le vecteur nul Ô 
de &, б, ou бу au point гу, alors que y est une fonction numérique qui a pour limite le 
nombre 0 au point £j). 


П résulte de (1) et (2) que : 
(үгел) F(A G()— F (t) + G (to) + (t — to) (Е б) + С (o)l + 
( — 1980, 
en posant 8(/) = «(0+ 8 (0, ona lim 3— lim a + lim 8 = 0, donc la fonction 
SEE MEE. 


vectorielle F + G est différentiable (ou dérivable) au point fọ de Ja, b[ et sa dérivée 
au point t, est : 


F' U) + G' (t) 


Il résulte que (1) et (3) que : 
(YEIN K) X() F (0 = A Cto) F (t) + (t — to) D' Go) F (to) + à Go) F' ((] + 

(t — to) £ (0), 
en posant 


E(D — A Cto) + — to) X (1 a (£) + Y QD EF (6) + ( — E (9 + 

(t — to) ir Оа + X (to) Е (ro), 
les théorèmes sur les limites montrent que lim є = б, donc la fonction vectorielle à F 

fk 
est différentiable (ou dérivable) еп tout point t, de Ja , b[ et sa dérivée au point г, est : 
A (t) F (to) + à (t) E (to). 
Il résulte également de (1) et (2) que : 
NEIND F(0.G()— F (t9.G (t) + (t — to) [F' (4).G (t) + F (t9.G' Gelli 
G— te 0), 
en posant 
90) = st. Gd + ( — to) G' (t) + В().[Е Go) + ( — to) F' (4)] + 
(t — to) [= 0.80 + E (to). G' (to), 
Jes théorèmes sur les limites montrent que lim e = 0, donc le produit scalaire F.G est 
Г 


aussi une fonction numérique différentiable (ou dérivable) en tout point # de Ja, b[ 
et sa dérivée au point fy est : 


F' (t). G (to) + F (9.G' (to). 


Concluons : 


Тһёогёте. 


Si F et G sont des fonctions vectorielles de même but &,, Е, ou Е, et dérivables sur 
Ја, bL et si à est une fonction numérique dérivable sur Ja, b[, les fonctions vectorielles 
F + G et à F et le produit scalaire Р. С sont dérivables sur ]a, b[ et l'on a sur]2, b[ : 

(F4-G) —F' +6 

Dn -XFEAF 

(F.G) = F.G + F.G’. 


REMARQUES 


1. On гарргосһега ces formules de celles sur l'addition et la multiplication des fonctions 
numériques d'une variable réelle dérivables (cf. $ 2.5). Les démonstrations sont d'ail- 
leurs identiques. On peut aussi écrire entre les différentielles : 


d(F + 9), = dF,, + dG,, 
dO Py, ФЕ (to) + (o) dF 
4(Е.б„ = dF,.G (10) + F (t9-dG,, 


" 


Si est un nombre réel donné et si F est une fonction dérivable sur I on a 
GE =%Е' 


définie sur 1. 

Si Гоп désigne par F (I, &,) l'ensemble des fonctions vectorielles définies sur I et de 
but &, par exemple, 

C (1, 8) l'ensemble des fonctions vectorielles continues sur I et de but б, 

D (I, £) l'ensemble des fonctions vectorielles dérivables sur I et de but 6, 

l'addition de ces fonctions étant notée + et la multiplication par un nombre réel 
notée ., on vérifiera que (® (I, &;), +, .) est un sous-espace vectoriel de (C (1, Eh +, -) 
qui est un sous-espace vectoriel de (F (I, 8), +, .) (cf. 84.1 c, exercice 1 et § 44 b, 
exercice 2). 


Application. 


Si F est une fonction vectorielle dérivable sur un intervalle ouvert I, il résulte du théo- 
rème précédent que son carré scalaire Е? est une fonction numérique également déri- 
vable sur I et l'on a sur I : 

(F3) = (Е.Б) = F'.F + F.F' = 2F.F. 


La norme cuclidienne de F (r) est constante sur I si et seulement si F* est constante sur I. 
On peut écrire pour toute fonction vectorielle Е dérivable sur І : 
(F2 constante sur 1) <—> [єй  (F5(0-0] (с. 631 с) 
==> [ren 2Е(0).Е' (0) = 0] 
<— [quen F (r) et F' (0) orthogonaux] 


Оп peut donc énoncer ` 


Théoràme. 
Soit F : t '—— F(t) une fonction vectorielle dérivable sur un intervalle ouvert 1. 
La norme euclidienne du vecteur F (t) est constante sur І si et seulement si les vecteurs 
F(t) et E (t) sont orthogonaux en tout point t de І. 


b) Dérivée d'une fonction vectorielle composée. 


Soit e: t ı— и = s (t) une fonction numérique dérivable au point fo, 
Е: и + Е (и) une fonction vectorielle dérivable au point uo = 9 (fo). 


Démontrons que la fonction vectorielle Е o e est dérivable au point ^y. La démonstration 
est la méme que celle du $ 2.6 relative à la composition des fonctions numériques d'une 
variable réelle dérivables. Les fonctions e et F étant dérivables respectivement en fo 
et en ue, sont aussi différentiables en ces points. Il existe des intervalles I et J de centres 
to et up tels que : 


GED g= g (to) + (— to) [v б) + a WI 
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avec lim « — 0, 
ө, 
uch F(u) = F (uo) + (u — uo) (Е (uo) + 8 60] Q 


avec lim 8 = 0 et l’on peut supposer la fonction vectorielle 8 continue en и, (cf. $ 4.6 а). 


Puisque o est dérivable en fo, e est continue еп fọ donc il existe un intervalle I’ de centre 
to tel que 9 (1) C J et pour tout nombre / de IN I’, la fonction vectorielle F o 9 est 
définie et on peut écrire en remplaçant dans (2) le nombre и par + (f) et a раге (fo) : 


Е [v (0] = F [е C] + Le (0 — е (1 [F' [e Co] + L [e (O1 

remplaçons e (£) — e (ty) par son expression tirée de (1) : 

Е [e (0] = F Le (t)] + (t — to) [e Go) + a (OL ' [е (o)l + 8 Le ON 
ce qu'on peut écrire sous la forme : 

(F 09) (0 = (F оў) (t) + (t — to) e' Gd Е Le UDI + U — to) v (D, 
avec Y = «(0 Е [e Go] + « (0 8 Le (DI + ®' Cro) B Le (D) 
puisque + est continue еп /, et @ est continue en u, = 9 (fo), la composée 8 o e est conti- 
nue en 1, donc lim 8 [s (0] = 8 Le бы = 8 (u) = б 


0; on a aussi lim а = 0 par suite, 
the 
en appliquant les théorèmes sur les limites, lim ү = б. Done F ое est différentiable 
bte 
(ou dérivable) au point t, et sa dérivée en ce point est 
sud F' [o (o)l 
(F'o Ф) (to) Ф (o). 


Plus généralement nous pouvons ёпопсег, lorsque £ décrit un intervalle Ja, H : 


que nous écrirons encore 


Théorème. 


Si ф est une fonction numérique dérivable sur ]a, b[ et si F est une fonction vectorielle 
dérivable en tout point de o (Ја, b[), la fonction vectorielle composée F o ф est déri- 
vable sur Ja, b[ et sa fonction dérivée est définie sur ]a, b[ par : 


(Ро @)'  (F'o9) ọ'. 


REMARQUE 
En posant / — 1, = h, on en déduit que : 
d(F o 9), (h) = F’ (9 (10)] 9' (5) A, 
on a aussi 
do, z hi ph = К 
Е, :oka—— F'u)k 
donc 
dPagdën ` hrs E (uy) 9' (t) h = E id (t) h 
donc 
4(Е o 9), = dFeu) о dë 
се qui montre que, comme pour les fonctions numériques d'une variable réelle 


(cf. $ 2.6), la différentielle de la composée F o 9 en г, est égale à la composée des 
différentielles des fonctions + et Е respectivement en 1, et en 9 (fo). 


©) Application au calcul du vecteur-vitesse. 


1. Mesure algébrique du vecteur-vitesse. 
Soit un espace affine euclidien E, rapporté à un repère R d'origine О, R étant ortho- 
normé si л = 2 ou n = 3, R = (O, f) si n = 1 avec О sur E, et / vecteur unitaire de Ез. 
Soit T l'ensemble des points M tels que OM = F (и), Е étant une fonction vectorielle 
dérivable en tout point d'une partie de D de IR. Le mouvement de M, par rapport à R, 
dans un intervalle de temps I, sera déterminé si l'on se donne une loi horaire 9 : 
t ı—> u= е (t) définie sur I (Ф (I) C D) et la trajectoire D de M sera une partie 
de Г. Supposons, en outre, e dérivable sur I. Le vecteur-vitesse du point M sera à tout 
instant г de I : 


у= (Foo! (0) = F 190019 (0 = F iis ауес и=Ф@). 


Si Е' (u) # б au point u = g (t), T admet une tangente en M de vecteur-directeur F' (и). 


Or = F' (u) ei (0) est colinéaire à F' (и) donc si (M, V) est le bi-point tel que MV = v, 
on peut dire que (M, V) est porté par la tangente en M à la trajectoire (fig. 4). 


Fig. 4 


Soit alors — TOT c'est un vecteur unitaire de la tangente en M. Orientons la 
7 

tangente par le choix de ce vecteur unitaire. Оп реш écrire pour tout t de 1, pourvu que 

F’ (и) 5 0 en tout point u de 9 (D) : 


vin ll Ol O= lr eod eo 


у= 


у=ут 


le nombre v = || Е' (и) || e' (0) est la mesure algébrique du vecteur-vitesse de M. Nous 
avons représenté à la figure 4 les vecteurs y et + par des bi-points (M, V) et (M, T). 
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REMARQUE 2. Mouvement circulaire. 


Donn int rétati тегі е k éà père LES Ka е 
KE 22 D. Ge e Ze le СОЛЕ База en Ze Dans E, orienté rapporté à un repère orthonormé (О, 7, 3) de sens positif, soit Г le cercle 
noun Ee tb ae el Reste ci Ud m Р de centre O et de rayon R dont une représentation paramétrique est définie par 


х= (и), у= (и), z-hü) х = К соѕб 
у= К ѕіпб (6 décrit IR) (fig. 6). 


de [«‚ B] sur Г. Soit M, et M, les images respectives de и, et u, qui sont deux nombres 
quelconques de [a , B]. 


On peut détinir une relation d'ordre en Г en convenant que : 

@) М, & М, (M, précède Mj) si et seulement si u, = s. 

On peut définir une autre relation d'ordre sur Г en convenant que : 
(2) M, < М, si et seulement si ш < 4. 


D 
M 
Mo Fig. 5 
di 
Le mouvement d'un point M de Г sera déterminé si l'on connait une loi horaire 
Фф: t 0— (n 
UP Ya RC TCR UE OR E DRE E odd que nous supposerons dérivable sur un intervalle de temps I. La fonction vectorielle 
d'ordre (1), on dit qu'on oriente Г « dans le sens des и croissants ». Fa, R cos 07 -+ R sin 07 étant dérivable sur IR, la fonction composée Fo ọ 
Si f, g, h ont des dérivées continues sur (x, 8), on démontre qu'il existe une application est donc dérivable sur I et le vecteur-vitesse de M, à tout instant г de I, est 
s: u (9 s (u) de [x , 8] sur Г possédant les propriétés suivantes 5, 
EE a IF H 
з est dérivable sur [x , 8] et s' (u) = / UP GJ + le GE + Dep = (Fog) (0) = F lp (01 ui 
s ш) = 0, шо étant un nombre quelconque donné de [x , 8] $—F9), avec 0 = e (0, 
зш) — 0 siu, <и c'est-à-dire M, < M (M, précède strictement M) 
(fig. 5). rappelons que (cf. $ 4.6 а) 
su) <0 siu < uy c'est-à-dire M < Mj FO = Fo # ) 
(la relation d'ordre (1) ayant été choisie 


). 
Ce nombre s (и) s'appelle l'abscisse curviligne du point M, l'origine étant M. Le 


nombre | s (u) | s'appelle la longueur de l'arc de courbe d'extrémités M, et M. On dit donc ÿ=F (в ы 5) 9. 
que Г est rectifiable et si F est la fonction vectorielle : 
и д? eil ha) k Si (О, Л, À) est le repère orthonormé de sens positif tel que 0 soit une détermination de 
définie sur [6 , B] on a alors l'angle feet à (fig. 6), 
ТТТ терта гут * 
ILE! G0 | = AL wf: Le GO + Tr GJ = s' G2. (0-3) m 
Si la loi horaire est 9 : г ———* и dérivable sur un intervalle de temps I avec 


9 (D € (а, B], on a alors pour tout t de I : d'oà у= R8, 


= UE и) з" 'а). D РРО 
к=к Өте ben la mesure algébrique du vecteur-vitesse de M, lorsqu'on prend ў, pour vecteur unitaire, 
Dans le cas particulier où u = 1 (les conditions précédentes étant réalisées) оп a pour 


t donc : 
tout t de I : ka 
m v=R6 |- 
IK i K T і dan is а: n à 
Reeder La dérivée 0' s'appelle la vitesse angulaire du mouvement circulaire à l'instant 1. 


154 155 


3. Exercice résolu. 

Dans un plan affine euclidien E, orienté par le choix d'un repère orthonormé (О, i, 7), 
soit (О, À, Л) un autre repère orthonormé de sens positif et 0 une détermination de 
l'angle polaire de Ё (fig. 7). Soit M le point de coordonnées (e, 0) dans le repère (О, AL 
On a done ОМ = рй. 


Fig. 7 


Si l'on se donne deux fonctions numériques 
9: t—— feet 
A: ti ës Af 


définies sur un intervalle de temps I, le mouvement de M par rapport au repère (О, 7, 7) 
est déterminé par la fonction vectorielle 


F: 01 OM = ей = à (0) [cos [o (017+ sin [9 (171 
définie sur І. Si l'on suppose et à dérivables sur I, le vecteur-vitesse de M dans son 
mouvement par rapport à (О, 1, 7) est, à tout instant г de I : 
ZE v pf 
or ZA 
donc з= eh d e 


Si e = R > 0 constant sur I, on retrouve le mouvement circulaire précédent. On remar- 
quera que ¢' et sf sont les coordonnées du vecteur-vitesse de M dans son mouvement 
par rapport à (О, } 7) mais que ces coordonnées ont été calculées dans la base (й, f), le 
repère (О, Й, Л) étant en mouvement par rapport à (0,41). 


Dans le repère (О, й, À), le point M a pour coordonnées (e, 0) et le mouvement de M 
par rapport à ce repère est déterminé par la fonction vectorielle : 

t рй 
dérivable sur I. Le vecteur-vitesse de М dans son mouvement par rapport à ce repére 
est, à tout instant г de I : 


ъ= ей. 
4. Mouvement hélicoidal. 


Dans E, rapporté à un repère orthonormé (О, i, j, EL soit T l'hélice circulaire de repré- 
sentation paramétrique définie par : 


х= К cosó 
у= R sino 
z—h0 


(R>0eth 5 0 donnés, le paramètre 0 décrit IR). 
Le mouvement d'un point M sur l'hélice sera déterminé si Гоп connaît une loi horaire 
е: t 0 = Ф (0) que nous supposerons dérivable sur un intervalle de temps I. 


Fig. 8 


Soit M, et M, les projections orthogonales de M respectivement sur (хОу) et sur Oz 
(бр. 8). A tout instant г de I : 


w OM = OM; + OM, 
les fonctions vectorielles : 
p ом, = R cos [e (017+ R sin [е (017 
t m OM, = ho (N È 
sont dérivables sur I donc, d'après (1), par dérivation, le vecteur-vitesse У du point M est 
la somme des vecteurs-vitesses уу et v des points M, et Ma, 
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Le point M, a un mouvement circulaire et son vecteur-vitesse est, avec les notations des 
exemples précédents : 


ж = Кө. 
Le point M, a un mouvement rectiligne et son vecteur-vitesse est 
X — n9 Ё 
donc, à tout instant / de I, le vecteur-vitesse de M est : 
y = Ко hk. 
9 s'appelle encore la vitesse angulaire du mouvement hélicoidal à l'instant 1. 


EXEROICE 


On supposera les espaces affines euclidiens E, ou E, rapportés à des repères orthonormés. 


1. Un point M appartient à la courbe Г d'équation у = f (х), f étant dérivable en tout 
point d'une partie D de IR et la loi horaire du mouvement de M est 


е: t x gr) 


dérivable sur un intervalle de temps I (Ф (I) C D). 
Calculer les coordonnées de son vecteur-vitesse. 


2. Même question d Г est la parabole d'équation y = x? + x — 2 et si la loi horaire 
est définie par x = 2 sin t sur R. 


3. Même question si Г a pour équation x = 4/4 y — »* et si la loi horaire est défine 
par y = 2r? sur [0, 1]. 


4. Même question si Г est la droite de représentation paramétrique définie par 


= 2и 
+ Su 


le paramètre и décrivant IR, et si la loi horait 


est définie par u = cos t sur R. 


4. 8. DÉRIVATION ET PROJECTION 


Soit A et т une droite vectorielle et un plan vectoriel de & (^ n т = б). Soit (7,7) une 


base de т et È un vecteur non nul de A, on sait que (7, j, K) est une base de &,. Soit la 
fonction vectorielle 


F: t Е(@ф=/(0?+ (07+ hO k 


dérivable sur un intervalle I donc f, g, h sont aussi dérivables sur I. Si p est la projection 
de бу sur л parallèlement à A, on a pour tout г de I : 


»(FQ)— fic 0) 
lp (F()Y = 7 Oi -- g' O} 
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On a aussi pour tout £ de I : 
F()—f' 01+ g 0j OE 
р) = 0-2 0j 
donc Ip EOI — p (F' (0) 
On peut donc écrire sur I : 


(ров) 


EXERCICE 


Démontrer qu'il en est de même si l'on considère la projection de &; sur A parallèle- 
ment à т, si l’on considère une projection de 5, sur une droite vectorielle de &, paral- 
lèlement à une autre droite vectorielle de &,. 


Soit Е, un espace affine euclidien associé à 8. Considérons un point О de Es, soit D la 
droite (affine) passant par O et associée à la droite vectorielle A précédente, P le plan 
(affine) passant par О et associé au plan vectoriel = précédent. Désignons par p; la pro- 
jection de E, sur P parallèlement à D. Si M est un point quelconque de Б, on a : 

p (OM) = ОМ, (p est la projection de & sur т parallèlement à A) 

Pa (M) = Mie 
Si le mouvement de M par rapport au repère (О, LL Š) est défini раг 

Е: t OM — F (0, 


F étant dérivable sur I, le mouvement de M, par rapport au méme repère est alors défini 
sur I par : "" 
Pin OM; = p CF (D). 
On a vu que pour tout г de I : 
{р CF (0) = p CF' (0) 


le premier membre de cette égalité n'est autre que le vecteur-vitesse v, du point M, et le 
second membre est la projection du vecteur-vitesse y de M sur x parallèlement à A. Si l'on 
construit les bi-points (M, V) et (M;, V;) tels que 

МЎ =Р(0= 

MV, = Е (0) = 
ая М; = р (М) , № = (У) (бв. 9, page 160). 
Le raisonnement est le méme si l'on fait une projection de E; sur D parallèlement à Р 


ou une projection de E, sur une droite de E, parallèlement à une direction donnée. Nous 
énoncerons : 


Théorème. 
Le vecteur-vitesse de la projection d'un point M sur un plan ou une droite donnés est 
égal à la projection sur le plan vectoriel ou sur la droite vectorielle associés du vecteur- 
vitesse du point M. 
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4. 9. DÉRIVÉES SUCCESSIVES 


Fig. 9 


Exemple. 


Soit un point M de Е, ayant un mouvement hélicoïdal par rapport au repère orthonormé 


Io CID et 479. 
Si M, et M, sont les projections orthogonales de M respectivement sur (хОу) et sur Oz 


(se reporter à la figure 8), soit V, »;, Ур les vecteurs-vitesses respectivement de M, M;, Ma; 
3, est la projection orthogonale de Y sur le plan vectoriel = (4, j) et v; est la projection 
orthogonale de Y sur la droite vectorielle A (Å). 


а) Définitions. 


Soit une fonction vectorielle Е dérivable sur Ja, H. Elle admet une fonction dérivée 
définie sur Ja , b[ que nous avons notée F'. Si E est elle-même dérivable sur Ja, AL elle 
admet une fonction dérivée définie sur Ja, b[ qui s'appelle la fonction dérivée seconde 
de F (ou la fonction dérivée d'ordre 2 de F) et qu'on note F". On dit que F est dérivable 
deux fois sur ]a , b[. Plus généralement, on définira ainsi les fonctions dérivées succes- 
sives de Е sur Ja, HL si elles existent, Еб ou F”, ..., F™ appelées fonction dérivée 
troisième (ou d'ordre 3), ..., fonction dérivée n'ème (ou d'ordre л) de F. On dit alors 
que Е est dérivable n fois sur Ja, b[. Par analogie, la fonction dérivée E de Е est aussi 
appelée fonction dérivée premiére (ou d'ordre 1) de F. 

Les vecteurs Е" (r), F" (0), ..., F™ (r) sont les images de г (t € Ja, bD par les fonctions 
vectorielles F", Е”, ..., F™, On les appelle dérivée seconde (ou d'ordre 2), dérivée 
troisième (ou d'ordre 3), ..., dérivée пёте (ou d'ordre n) de la fonction Е au point t 
de Ja, AL 


Dans бу par exemple (il en sera de même dans & ou 8,) rapporté à une base quelconque 


(57, ), si F est définie par un triplet (f, g, А) de fonctions numériques définies sur Ja, AL 
pour que F soit dérivable n fois sur Ja , A il faut et il suffit (cf. $ 4.6 a) que les fonctions 
f. 8, h soient dérivables n fois sur Ja , b[. On peut alors écrire pour tout г de Ja, b[ : 


Е (0—/ Dites jh OK 
F (0 —f'(0id-g (jd ОЁ 
F'(0—f' O+ g" 07+ ir (E 


Fo» () — f (01+ g 074- ho ( E 


b) Applications. Vecteur-accélération. 


1. Soit, dans & orienté par le choix d'une base orthonormée (7, 7), la fonction vectorielle 
F: 01 Rcos0i+ Rsin 07 (К > 0 donné) 


définie sur R. 
Les fonctions cosinus et sinus étant dérivables n fois (n є IN*) sur R, la fonction vecto- 
rielle F est dérivable n fois sur IR. Pour tout Ө de IR, 


F' (0) = — R sin 0 ï + Rcos07 
=R cos (05) ï- R sin (+5); 
=r (0+3) (cf. § 4-60) 


plus généralement calculons F™ (0) en гаіѕоппап par récurrence. Supposons que l'on 
ait, pour tout @ de IR et pour un entier п > 1 donné : 


Fo- 0) =F p +@— 5] 
c'est-à-dire 


F- (6) = R cos [+@—›]1+кзһ [+@—1]ў 
alors 


Е" (0) — — К sin [+@—12]+ ков [+@—15]ў 
кооз [ое - 0223] Een sin [o0 23]; 
zy (on) e n sin ER 
=F (o+ n3): 

Donc dans le cas où F б) = R cos 07+ R sin, 


USER) (neN* Е" (0) 
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Fig. 11 


Dans E, orienté, le repère orthonormé (О, 7, 7) étant de sens positif, 0 + пз est une 
détermination de l'angle polaire de F™ (0) et les dérivées successives de la fonction 


vectorielle F, pour la valeur 6, sont ОМ, OM», OM;, OM (fig. 10). 


AN 


M 


D 


Fig. 10 


M 


2. Nous allons étudier plus particulièrement la dérivée seconde d'une fonction vectorielle 
en un point, lorsqu'elle existe. 


Définition. 


Soit le mouvement d'un M de Е„, rapporté à un repère R d'i e O, déterminé 


par F : 1——— ОМ = F(t) définie sur un intervalle de temps |. Si la fonction 
vectorielle F est dérivable deux fois au point £ de 1, on appelle vecteur-accélération 
du point M à l'instant t, dans son mouvement par rapport au repère Я, la dérivée seconde 
de F au point t. 


Ce vecteur-accélération sera noté Y, =Po 


Dans les conditions précédentes, soit Om = y = Е' (1). L'ensemble J€ des points m 
quand ¢ décrit I s'appelle l'hodographe du mouvement de M par rapport à R (fig. 11). 


v 
m 
M 
AD 
о ix 


Le vecteur-vitesse de m, à tout instant £ de I, est la dérivée de F' à l'instant / c'est-à-dire 
F” (t). Concluons : 


Théoràme. 
Si F est une fonction vectorielle dérivable deux fois sur 1, le vecteur-accélération du 


point M de E, tel que OM = F (t), dans son mouvement par rapport au repère ft, est le 
vecteur-vitesse du point m décrivant l'hodographe du mouvement. 


и 


Dans Е, rapporté а un repère Я d'origine О, soit le mouvement d'un point М défini par 
e uneloihoraire : £ »———» и = 9 (f) dérivable deux fois sur I; 

< une fonction vectorielle F : и 1—— ОМ = Е (u) dérivable deux fois en tout point 
de ẹ (D. 

Si F' (u) — Ü en tout point и de ẹ (I), on a vu (cf. $ 4.7 c) que pour tout г de I le vecteur- 
vitesse de M est : 


[0] y-vt 


SC ep 
ауес у= ||Е' (и) |19 (0) et *— ТЕО] qui est un vecteur unitaire de la tangente. 


en M à la trajectoire. 
Montrons que les fonctions : t ~ У et 11— + sont dérivables sur 1. 


Par exemple dans &, rapporté à une base orthonormée (}, J, K) (on raisonnera de méme 
dans 8, ou 8,), si Е est déterminée par un triplet (f, g, A) de fonctions numériques déri- 
vables deux fois en tout point de е (D), la fonction numérique : 


wu JL EG) || = NU" WP + Ee" GOP + [/' (дЁ 


est dérivable en tout point de Ф (I) et puisque e est dérivable deux fois sur I, la fonction 
ei est dérivable sur I. Donc les fonctions : 


tie v |[F Ge 0 


fF) 


рор "6490 


sont dérivables sur I, nous désignerons les dérivées au point t de I respectivement par v' 
etz. 
Ш résulte alors de (1), par dérivation, qu'en tout point г de I : 


ËTT GER EA 


Puisque ||: || = 1 constante sur 1, on sait (cf. § 4.7 a) que 7 est orthogonal à %. Si l'on 


désigne раг л un vecteur unitaire colinéaire à 7 et par conséquent orthogonal à t, on 
peut écrire pour tout г de I d 


= NT + Ynn 


où y,— v s'appelle l'accélération tangentielle et y, s'appelle l'accélération normale 
du mouvement de M à l'instant г. 
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REMARQUE 
Si у= s' (1) (cf. $ 4.7 c, remarque), on a donc ү, = »' = s" (t). 
Nous préciserons la valeur de +, dans le cas d'un mouvement circulaire. 


3. Mouvement circulaire. 


Dans E, orienté rapporté à un repère orthonormé (О, £ /) de sens positif, soit le mouve- 
ment circulaire d'un point M défini par 

e uneloihoraireg : £ — 0 = e (r) dérivable deux fois sur un intervalle de temps I 
* la fonction vectorielle F : 0 |— ОМ = R cos 0 7-4- R sin 07 définie sur R (elle 
est dérivable sur IR autant de fois que Гоп veut). 


Soit (O, 7, Л) le repère orthonormé de sens positif tel que 9 soit une détermination de 
l'angle de fet Ä (fig. 12). 


D 


Fig. 12 


On a vu (cf. $ 4.7 c) que le vecteur-vitesse de M à tout instant / de I est : 
w CEA 
la dérivée de la fonction: Ө 1—— j aupointó = Ф (£) (t € I) est — À (voir première 


application de ce sous-paragraphe), la dérivée de la fonction : £ —— Ä au point г 
de I est — i, 0’, donc, d'après (1), par dérivation, quel que soit г de I : 


ї=ке—кезй 


Y 


Rosi HR Oj, 


les coordonnées du vecteur-accélération de M, dans son mouvement circulaire par rapport 


au repère (O, f, }), ont été calculées dans la base (7, 7), le repère (O, 7, Л) étant «mobile»; 
ces coordonnées sont ` — Е 0, R 0". Nous remarquons que, pour tout / de I, опа 


—R9?« 0. 


Le vecteur unitaire 2 = Ä est un vecteur-directeur de la tangente en M, soit n = — À 
qui est un vecteur unitaire orthogonal à 2 [s'il est représenté par un bi-point (M, N), il 
est dirigé vers le centre du cercle], dans la base (2, п) on a, pour tout t de I : 


Y—R0 RO 


l'accélération tangentielle est у= Кө" 


l'accélération normale est ү, = R 0°, comme v = R 0', on a aussi 


donc 


1. Dans E, orienté, les repères orthonormés (О, 7, j) et (О, 7, À) sont de sens positif et 
9 est une détermination de l'angle de et /,. Soit OM = p À (cf. $ 4.7 c, exercice résolu), 
les fonctions Ф: 11—000) et X: ti—— p=) (t) étant déri- 
vables deux fois sur I. Calculer les coordonnées du vecteur-accélération de M, dans 
son mouvement par rapport au repère (О, 7, /), dans la base (4, AL 
Examiner les deux cas particuliers : р constant ou 0 constant. 


4. Mouvement hélicoïdal. 


Dans Е, rapporté à un repère orthonormé (О, Å J, EL soit le mouvement hélicoidal d'un 
point M défini par 

e uneloihoraireg : £ 1—— 0 = e (f) dérivable deux fois sur un intervalle de temps 1 
+ la fonction vectorielle F : 0 1—— OM =R cos 07+ R sin 07+ 4 0 Ё définie 
sur R (К > 0 et л 5 0 donnés), Е est dérivable sur IR. autant de fois que l'on veut. 
Soit M; et M, les projections orthogonales de M respectivement sur (хОу) et sur Oz 
(fig. 13). 


Fig. 13 
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A tout instant г de I : 
@ OM = OM, + OM, 
les fonctions vectorielles : 
t 4—— OM; = В cos [е (01 Ë+ R sin [e (017 
t(—— OM; — he (0k 
sont dérivables deux fois sur I donc, d'après (1), par dérivations successives, le vecteur- 
accélération du point M est la somme des vecteurs-accélérations үү et Үз des points 
M, et Ms. 
Le point M, a un mouvement circulaire et (cf. exemple précédent) 
Xo вез фае}. 
Le point M, a un mouvement rectiligne et 
PT OM: 
donc, à tout instant / de I, le vecteur-accélération de M est : 
ËTT CET + K. 


Nous remarquons que : ү est la projection orthogonale de y sur le plan vectoriel т LZ) 
Ya est la projection orthogonale de у sur la droite vectorielle A (А). 
Plus généralement, si p est une projection de Ё, sur un plan vectoriel = (7, }) parallèlement 
à la droite vectorielle A(k)etsi F: on F (=f i+ g (07 + h (Ù) k est une 
fonction vectorielle dérivable deux fois sur I, on a pour tout г de I : 
PEM —f(014- 20 
Ip CF mt = f 0 3-- O} 
PEO — f" (0 i-- 2' 7. 
On a aussi pour tout t de I : 
FO (ig 07+ ОЙ 
F'(0 — f" O+ 07+ Ok 
р(Е' (0) = O" 0) 
donc 


0) {р CF (D) = p CF* (0) 
et on peut écrire sur I : 


(poF) —poF* 


П en résulte que, dans E, rapporté au repère (O, į 7, Ё), on peut donner une interpréta- 
tion cinématique de ce résultat. Soit p; la projection de E, sur le plan P (plan affine 
passant раг О et associé à х) parallèlement à la droite D (droite affine passant par О et 


associée à A). Soit M le point tel que OM = F (r) et М, = р, (M), on a aussi 

OM, = p (F (0)). 
Le premier membre de (2) est le vecteur-accélération de M, et le second membre est 
la projection du vecteur-accélération de M sur т parallèlement à A. 


Le raisonnement est le méme si l'on fait une projection de E, sur D parallèlement à Р 
ou une projection de E, sur une droite de E; parallélement à une direction donnée. 


Comme pour le vecteur-vitesse (cf. $ 4.8), nous pouvons énoncer : 


Théorème. 


Le vecteur-accélération de la projection d'un point M sur un plan ou une droite donnés 
est égal à la projection sur le plan vectoriel ou la droite vectorielle associés du vecteur- 
accélération du point M. 


On supposera les espaces affines euclidiens E, ou E, rapportés à des repères orthonormés, 
Les axes de coordonnées sont Ox, Oy, Oz. 


Un point M appartient à la courbe Г d'équation у = f (x), f étant dérivable deux fois 
en tout point d'une partie D de IR et la loi horaire du mouvement de M est 

9: t — х= ф(0) 
dérivable deux fois sur un intervalle de temps I (Ф (I) C D). 
Calculer les coordonnées du vecteur-vitesse et du vecteur-accélération de М. 
Soit M, la projection orthogonale de M sur Ox. Calculer les coordonnées du vecteur- 
vitesse et du vecteur-accélération de M,. 
Application : Appliquer les résultats précédents à Г d'équation y = 2 x? — 
la loi horaire étant définie par x = cos t sur IR. 
Un point M de E, appartient à la droite de représentation paramétrique définie par 


2+и 

y-25—2u 

zcdu, 
le paramètre и décrivant IR, et la loi horaire est définie par и = 2 sin t sur IR. 
Calculer les coordonnées du vecteur-vitesse et du vecteur-accélération de M. Quel 
est l'hodographe du mouvement de M? 


у 


1, 


е 


4. 10 MOUVEMENT UNIFORME, ACCÉLÉRÉ OU RETARDÉ 


а) Mouvement uniforme. 


Définition. 
Soit le mouvement d'un point M de par rapport à un repère R d'origine О, déter- 


miné par F : t ›——— OM = F(t) dérivable sur un intervalle de temps І. On dit que 
le mouvement de M est uniforme sur і et seulement si la norme du vecteur-vitesse de 
M est constante sur I. 


Cas particulier. Examinons le cas oü cette constante est nulle sur I. Dans 6, par exemple 
(on raisonnera de méme dans £, ou 6,) rapporté à un repère orthonormé R = (О, 7, j, k), 
si l'on a F (0 = f (0 f + (7 + h (0) А, f, g, h étant des fonctions numériques déri- 
vables sur I, la norme du vecteur-vitesse de M en tout point г de I est : 
|| E O= УТ” COP + Le" CP + Ui COP 

elle ne peut être nulle sur I que si f" (0) = g’ (t) = A (t) = О en tout point t de I c'est-à- 
dire seulement si f, g, ^ sont des fonctions constantes sur I (cf. $ 3.1 с). Le point M est 
fixe par rapport au repère R. Nous écarterons ce cas particulier dans la suite. 

Si l'on suppose F dérivable deux fois sur I. Soit v = F' (t) et ү = Е" (1) le vecteur-vitesse 
et le vecteur-accélération de M en tout point t de I. On sait (cf. $ 4.7 a) que la fonction : 


а УЕ 0 || est constante sur I si et seulement si la dérivée de la fonction : 
t э——— E (0) est un vecteur orthogonal au vecteur E (/) en tout point г de I c’est-à-dire 
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si et seulement si y = F” (f) est orthogonal au vecteur У — F' (f) en tout point г de I. 
On peut énoncer : 


Тһёогёте. 
Soit le mouvement d'un point M de E,, par rapport à un repére 5t d'origine О, déter- 


miné par F : t —— OM = F(t) dérivable deux fois sur un intervalle de temps I. 
Le mouvement de M est uniforme sur I si et seulement si son vecteur-vitesse et son 
vecteur-accélération sont orthogonaux en tout point t de 1. 


Exemples 


1. Mouvement rectiligne uniforme. 
Ce mouvement a déjà été étudié en classe de Première. Soit un point M d'abscisse x 
surun axe de repère (О, 7), la loi horaire de son mouvement étant f: t — x = f(t) 
définie sur un intervalle de temps I. Cette fonction s'appelle aussi la fonction espace. 
Supposons f dérivable deux fois sur I. En tout point £ de I, le vecteur-vitesse de M est 
Y = f’ (D 1 et le vecteur-accélération de M est ¥ = f" (t) À. La norme euclidienne de > est 


Iso eet 
Le mouvement de M est uniforme sur I si et seulement si || v || est constante sur I c'est-à- 
dire si et seulement si la mesure algébrique f” (f) du vecteur-vitesse de M est une constante 
sur I (cette constante n'étant pas nulle car si elle est nulle, f est constante sur I et M est 
fixe). 
On peut aussi écrire pour toute fonction f dérivable deux fois sur I (cf. $ 3.1 с): 
(f' constante sur D <==> [tE f” (0) = 0] 
donc le mouvement de M est uniforme sur I si et seulement la mesure algébrique f" (r) 
du vecteur-accélération de M est nulle quel que soit £ de I. 
Si le mouvement de M est uniforme sur І, la mesure algébrique du vecteur-vitesse de M 
étant f' (t) = a + 0 pour tout г де І, cherchons à déterminer la loi horaire f. Pour cela, 
cherchons toutes les fonctions f dérivables sur I telles que f” (t) = a pour tout г de I. 
Une fonction répondant à la question est la fonction g telle que : 
(ren e(0—at 

pour tout г de І on a g' (0) = a d'où f'(i) — g' (t) = 0 par suite (cf. $ 3.1 c) 
f — g est constante sur 1; il existe donc un nombre réel b tel que, pour tout / de I, 
SÒ — g (Ù = f (t) — а = b; on a donc. 

rei fO=a+b avec a # 0. 


Réciproquement si l'on a, pour tout tde I, f()— at-- b (a 0), onabienf' (t) — a 
et le mouvement de M est uniforme. 

En résumé on peut dire que le mouvement rectiligne d'un point M d'abscisse x sur un 
axe, de loi horaire f : £ — x = f(t) dérivable deux fois sur un intervalle de 
temps І, est uniforme si et seulement si Гоп a l'une des trois propriétés équivalentes sui- 
vantes : 

1. La mesure algébrique du vecteur-vitesse de M est une constante non nulle sur I. 

2. La mesure algébrique du vecteur-accélération de M est nulle sur I. 


3. La loi horaire f : t ——» x = f (0) est une fonction affine non constante sur I. 


2. Mouvement circulaire uniforme. 


Dans E, orienté, rapporté à un repère orthonormé (О, i, ) de sens positif, soit le mouve- 
ment circulaire d'un point M défini par 
e une loi horaire 9 : г ,——— 0 = Ф (t) dérivable deux fois sur I 


e la fonction vectorielle F : 0 — ОМ — В cos 07+ К sin 07 définie sur R. 


Soit (О, 4, 7) le repère orthonormé de sens positif tel que © soit une détermination de 
l'angle de 7 et Йй. On a vu (cf. $ 4.7 c) que le vecteur-vitesse de M, à tout instant / de I, 
est : 
у= Көл 
d'oà 
Isl 101 
qui sera constante sur I si et seulement la vitesse angulaire 0' est une constante sur I, 
Nous désignerons cette constante par о. On a encore o + 0 car pour o = 0, Ф est cons- 
tante sur I et le point M est fixe sur le cercle; nous écartons ce cas particulier. 
D'après le théorème relatif à un mouvement uniforme que nous avons donné, on peut 
dire aussi que le mouvement de M est uniforme si et seulement si le vecteur-accélération 
de M est orthogonal au vecteur-vitesse de M ou encôre si et seulement si l'accélération 
tangentielle est nulle, quel que soit / de I. 
On peut dire enfin que le mouvement de M est uniforme sur I si et seulement si 
(re)  9—ot4- 9, 
6, étant un nombre réel donné arbitraire (le raisonnement est le méme que pour un mou- 
vement rectiligne uniforme : on remplacera /' (r) = a par e (r) = o). Pour t = 0, on a 
"=, 
En résumé (on observera les analogies avec un mouvement rectiligne uniforme) le mouve- 
ment circulaire précédemment défini est uniforme si et seulement si Гоп a l'une des 
trois propriétés équivalentes suivantes : 
1. La vitesse angulaire est une constante non nulle sur I. 
2. V'accélération tangentielle est nülle sur I. 
3. La loi horaire e : £ :— 0 = Ф (t) est une fonction affine non constante sur I. 


Si le mouvement circulaire est uniforme, les formules données aux paragraphes 4.7 c 
et 4.9 b deviennent, pour tout t de I : 


»—Ro 
o 
т = Ко р 
оп реш aussi écrire 
1—— OM 


Y est colinéaire à OM et le bi-point représentant % d'origine M est dirigé vers le centre du 
cercle. 
Si la loi horaire + est définie par 0 = ог + 9 sur IR, on peut écrire : 

weih FQ9422)—F(9 


guer (вор (0-25) - eoo 0. 
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2x 
on dit que le mouvement est périodique, sa période étant [777 


3. Mouvement hélicoïdal uniforme. 


Dans E, rapporté à un repère orthonormé (O, , /, EL soit le mouvement hélicoïdal 
d'un point M défini par 
+ une loi horaire g : £ ›— 0 = Ф (0) dérivable deux fois sur I 
« la fonction vectorielle F : 0 ›— ОМ = R cos 014+ R sin 07 4- 40k définie 
sur R (R > 0 et À 7 0 donnés). 
Si l'on suppose le plan affine (xOy) orienté, le repère orthonormé (O, È }) étant de sens 
positif, soit (О, À, lie repère orthonormé de sens positif tel que 0 soit une détermination 
de l'angle de Fet de 7,. On a vu (cf. $4.7c ) que le vecteur-vitesse de M, à tout instant г de 
Lest: д 

у= КӨЛ ЛӨК 
d'où = M R92 0202 = A/R? 08 | 0'| 
qui sera constante sur I si et seulement si la vitesse angulaire 0' est une constante sur I. 
Comme précédemment, nous désignerons cette constante par о 7 0 et l'on peut énon- 
cer les mémes résultats 1, 2, 3 donnés dans le cas d'un mouvement circulaire uniforme. 
Soient M, et M, les projections orthogonales de M respectivement sur (хОу) et Oz (se 
reporter à la figure 13), M, a un mouvement circulaire sur le cercle du plan (хОу) de 
centre О et de rayon R suivant la loi horaire e : t »—— б = e (f) et M a un mouve- 
ment rectiligne sur Гахе Oz suivant la loi horaire : £ &—— z= A's (f) et l'on peut 
dire que M a un mouvement hélicoidal uniforme dans l'intervalle de temps I si et seule- 
ment si M, a un mouvement circulaire uniforme ou encore si et seulement si M, a un 
mouvement rectiligne uniforme, dans le méme intervalle de temps I. 
S'il en est ainsi, les formules données aux paragraphes 4.7 c et 4.9 b deviennent, 


pour tout t de I, v et у étant le vecteur-vitesse et le vecteur-accélération de M : 
у= Bai hok 


Y2 Roth = —*ОМ, 
Ехєно!окв 
1. Dans E, rapporté à un герёге orthonormé, les coordonnées de M sont 
x = cost — sint 


y = cost + sint 


à tout instant £ de [0,2]. 
Montrer que M a un mouvement circulaire uniforme. 
Quel est l'hodographe du mouvement? 


2. Trouver l'hodographe d'un mouvement hélicoïdal uniforme. 


b) Mouvement accéléré. Mouvement retardé. 


Définitions. 
Soit le mouvement d'un point M de E,, par rapport à un repère 5t d'ori 
miné par F : t ——— OM = F(t) dérivable sur un intervalle de temps |. 

On dit que le mouvement de M est accéléré sur 1 si et seulement si la norme du vecteur- 
vitesse de M est strictement croissante sur I. 

On dit que le mouvement de M est retardé (ou décéléré) sur 1 si et seulement si Іа 
norme du vecteur-vitesse de M est strictement décroissante sur I. 


Si l'on suppose F dérivable deux fois sur I. Soit v = F' (f) et ү = Е' (0 le vecteur-vitesse 
et le vecteur-accélération de M en tout point t de I. On peut écrire les équivalences logi- 
ques suivantes, pour toute fonction vectorielle Е dérivable deux fois sur I : 
ШЕ" (4) || croit strictement sur I] <—> [(Е' (0)? croit strictement sur I] 
<=> 1016) 2F().F'(020] (c. 83.10) 
<— ren 5720), 
la nullité du produit scalaire n'ayant lieu qu'en des points isolés de I. 


On démontrera de méme que || F' (+) || décroit strictement sur I si et seulement si v. y < 0 
en tout point г de I, la nullité du produit scalaire n'ayant lieu qu'en des points isolés de I. 
Concluons : 


Théorème. 
Soit le mouvement d'un point M de E,, par rapport à un repère d'origine О, déter 
miné par F : t — OM = F(t) dérivable deux fois sur un intervalle de temps I 
Le mouvement de M est accéléré (resp. retardé) sur | si et seulement si v. y > 0 


(resp. 7.5 < 0) en tout point t de 1 (la nullité du produit scalaire n'ayant lieu qu'en 
des points isolés de 1). 


Exercice résolu. 


Dans E, rapporté à un repère orthonormé (О, 7,7), le mouvement d'un point М (x, у) est 
défini par 


m х= а cos ot 


у= b sin ot, 
а, b, w sont donnés strictement positifs, a > b, la date t décrit IR. 
Trajectoire. En posant 0 = of, on reconnait la représentation paramétrique d'une 
ellipse (cf. $ 4.6 b). Cherchons l'équation eartésienne de la trajectoire. Si M est un point 
quelconque de coordonnées définies par (1), on a 
x 
соз of 
a 
sin огр 


et, puisque cos? ог + sin? ог = 1, les coordonnées de M vérifient la relation : 


Réciproquement soit M (x, у) un point dont les coordonnées vérifient (2). Au couple 


È à on sait associer une infinité de nombres réels 0 appartenant à une méme classe 
de R modulo 2 s tels que 


cos 0 = 


sin Ө = 


cV aix 
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P " 9 
et pour tout instant г tel que 0 = o/ c'est-à-dire tel que £ = on a 


cos ot 
sin et, 


ne 
ym 

donc les coordonnées de M vérifient (1). 

L'ensemble des points M (x, y) tels qu'on ait (1) quand / décrit IR est l'ensemble des 

points M (x, у) tels qu'on ait (2). L'équation cartésienne de la trajectoire Г de M est (2). 

Si a = b, Г est un cercle de centre О et de rayon a. 

Si a + b, construisons cet ensemble. On peut écrire pour tout couple (x, у) de réels : 


“ж 
аа” 
o 


@ 


l’ensemble défini par (4) se déduit de celui défini par (3) par symétrie par rapport à Ox; 


E 
à n'est définie que pour — a < x < a et cette 


lafonctionf: х ——- у = Б 


fonction est paire donc l'ensemble défini par (3) admet Oy comme axe de symétrie. П 
suffit alors de faire varier x de 0 à a. 


EE 


x 0 a 
еа E i: | 


го |» М о 


/' (0) = 0 donc Г admet une tangente en B (0, Б) parallèle à Ox. Soit A (a, 0) et M (x, y) 
un point quelconque de Г distinct de A et tel que y > 0, le coefficient directeur de la 
droite (AM) est. 


lim m (x) = —оо 
22-0 


donc l'ellipse Г admet une tangente en A parallèle à Oy. On achève le tracé de Г раг 
symétries par rapport aux axes de coordonnées (fig. 14). 


sy 


Б” 


Fig. 14 


Étude du mouvement. Le mouvement de M, par rapport au à repère (o, б, À 3), est déterminé 
раг la fonction vectorielle F : £ ——— OM = a cos ot f + b sin ог) définie sur IR. 
On remarque que 


(eR) (+25) =o 


2 
donc le mouvement est périodique, de période T — = (rappelons que l'on a supposé 


& > 0). П suffit donc d'étudier le mouvement pendant une période. Faisons varier / de 
0à T. 


Le vecteur-vitesse et le vecteur-accélération de M, à l'instant г, sont : 

y — — ao sin ot 1 + b o cos ог 

= — au? cos ot 1 — bo? sin otj 
nous remarquons qu'à tout instant t de R, on a 

Y—— 0M 
nous avons trouvé le méme résultat dans le cas d'un mouvement circulaire uniforme 
(cf. $ 4.10 a). D'une façon générale lorsque y et OM sont colinéaires sur un intervalle 
de temps I (c'est-à-dire que si Е: £ > OM = Е (f) est dérivable deux fois sur I, 


+ est de la forme  — à (r) OM), on dit que M a un mouvement à accélération centrale 
sur I. 


Déterminons les intervalles dans lesquels le mouvement est accéléré ou retardé : 


FF = (@ — b) o^ sin or cos or =} (a? — P) of sin 2 or 
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Nous avons indiqué le signe du produit scalaire dans le tableau suivant, en supposant 


ab. 
m m 3T 
T g H 3 ч 5 
М Ра о ти 


mouvement | accéléré | retardé 


accéléré | retardé 


Nous avons indiqué, à la figure 14, les arcs de l'ellipse sur lesquels le mouvement est 
accéléré ou retardé. 


1. Dans E, rapporté à un repère orthonormé (O, 7,7), le mouvement d'un point M (x, у) 
est défini par 
х = acosot 
y = acos2ot 


(a > 0, о > 0 donnés, t décrit IR). 
Trouver l'équation cartésienne de la courbe contenant la trajectoire. Construire la 
trajectoire. Indiquer les intervalles de temps et les ares de la trajectoire correspondant 
à un mouvement accéléré ou retardé. 

2. Un point M appartient à la courbe d'équation y — 3i et la loi horaire de son 
mouvement est définie par x = 2 t sur R. 
Construire la trajectoire (le repère étant toujours orthonormé). Indiquer les inter- 
valles de temps et les arcs de la trajectoire correspondant à un mouvement accéléré 
ou retardé. 


= 


EXERCICES 


Continuité et dérivation de fonctions vectorielles : ex. 1 à 5. 
Tangente à une courbe : ex. 6 à 17. 

Mouvement rectiligne : ex. 18. 

Mouvement rectiligne vibratoire simple : ex. 19 à 21. 
Mouvement circulaire uniforme : ex. 21 à 23. 

Mouvement hélicoïdal uniforme : ex. 24. 

Autres mouvements : ех. 25-26-27. 


4.1 Dans &, rapporté à une base ( 7), soit la fonction vectorielle Е définie раг 
FO = di + sin] sit 0 
DER sit = 0. 


а) Montrer que F est continue pour tout t réel. 


pioreo] 


b) Montrer que F est dérivable pour tout г réel. [on rappelle que F' (0) = li 


с) Montrer que la fonction dérivée Е’ n'est pas continue pour / = 0. En déduire qu'une fonc- 
tion vectorielle F peut avoir une dérivée en un point sans que la fonction dérivée Е' ait une 
limite en ce point, (On rapprochera cet exercice de l'exercice 2-24.) 


Dans 6, rapporté à une bone j) ou dans &, rapporté à une base (1, EL chercher si les fonctions 
vectorielles suivantes ont une dérivée au point t et calculer éventuellemente cette dérivée (ex. 2 à 5) : 


42 F (t) = 1°} + EI E () est la partie entière de r. 


азе) VITA ij HE 


+ 


1—sinr+ 


Ad Ee CEU A/ A sint 1 — 1 j + sint É 


4S F() Im 0] P4 [0-21 


Dans les espaces affines euclidiens Е, ou E, rapportés à des repères (О, 1, j) ou (O, È J, E), exa- 
miner si les ensembles suivants ont une tangente et former l'équation (ou les équations) de cette 
tangente, quand elle existe (ex. 6 à 9) : 


n 
pcm 
5x2 


pour t = 1. 


pour = 0; 


х —c0531 


EE Y, рош г = 0; pouri = 
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4.10 


411 


4.12 


413 


4.14 
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х=1%+1—1 
у=1+2 


; pourt— — 


Din 


Soit l'ellipse Г de représentation paramétrique définie sur R par : 


j x = a cos 0 
ly=bsin0 


(a > b > 0 et le plan affine euclidien E, est rapporté à un repère orthonormé). 


1° Former l'équation de la tangente à Г au point M de Г associé à une valeur quelconque du 
paramètre 0. 


2° Soit T et T’ les tangentes à Г respectivement en A (a, 0) et А’ (— а, 0). Si 0 7 kr, la tan- 
gente en M à Г coupe T et T’ respectivement en P et P’. Montrer que AP. ATP est constant. 


3 Soit F et F' les points de Ox d'abscisses respectives с = vat P Ree – үа b. 
Montrer que les droites (FP) et (FP’) sont perpendiculaires, ainsi que les droites (F'P) et (F'P'). 


On suppose les espaces affines euclidiens E, ou Е, rapportés à des repères (O, 1, 7) ou (О, È J, EL 


On se propose de démontrer sur des exemples que, si F' (t) = Ô et si Е" (ta)  Ô, la courbe Г 
admet une tangente au point associé à ts, de vecteur directeur F" (to) (ex. 11 à 14) : 


"ү+ ON A+ 4 
7, 5-9 1 décrit R. 


1? Calculer F’ (0). 


29 Soit Г l'ensemble des points M tels que OM — Е (r). Montrer que Г admet une tangente en 
О [on cherchera un vecteur directeur Ф (r) simple de la droite (OM) et on cherchera sa limite 
quand 1 tend vers 0]. 


30 Montrer que F” (0) est aussi un vecteur directeur de cette tangente. 


" n 


Mêmes questions avec F(r) piy i+ irr 


та] pour 1-0. 


Ie nj nf pour = 0. 


Mêmes questions avec F (r) 


FO IN 3) fe (e 3) t décrit R*. 


19 Calculer F' (1). 

2 Soit OM, = F (1), OM = F (f). Calculer les coordonnées de MAL. En posant  — 1 + A 
trouver un vecteur directeur Ф (A) simple de la droite (М,М) et montrer que l'ensemble Г des 
points M admet une tangente en Му. 

3° Montrer que F” (1) est aussi un vecteur directeur de cette tangente. 


2t e 1+2 + 


BD SPELL 


t décrit R — (— 1,1}. 


1° Calculer lim F. 


Mm 
29 Soit Г l'ensemble des points М tels que OM — F (0). 


En posant t = 1, trouver une représentation paramétrique de Г {О}. Montrer que cet ensem- 


v 
ble admet une tangente en О. 


416 


Е (0) = t décrit R — (— 1,0). 
1° Calculer lim F. 
Wer 
2 Soit Г l'ensemble des points M tels que OM = F(r). Soit ОА = lim Е. En posant 


VE 
A trouver une représentation paramétrique de I' {A}. Montrer que cet ensemble 


admet une tangente en A. 


4.17 L'espace est rapporté à un repère orthonormé (О, £ j, EL Soit F la fonction vectorielle de la 


variable réelle t telle que 


19 Quel est l'ensemble D des valeurs de £ sur lequel la fonction F est définie? Calculer F' (0). 
Quelles sont les coordonnées des vecteurs F G) F 0. FC Det F'(- 1)? 


2° a) Au nombre 1, appartenant à D, on fait correspondre le point M de l'espace tel que 
OM = F (1). 

Soit (©) l'ensemble des points M ainsi obtenus lorsque £ décrit D. 

Soit 3 un paramètre réel; discuter suivant les valeurs de à le nombre des points d'intersection 
de (€) avec le plan d'équation z = à. 

Quel est l'ensemble (£) des valeurs de à pour lesquelles le plan z = à coupe (©) en deux points 
M'et M? 

b) Pour à donné dans (£), calculer : 


м'м" = е0). 
(M'M"* est le carré de la distance des deux points M' et М”). Étudier les variations de la fonc- 
tion ф ainsi définie sur (£); en particulier, montrer qu'elle admet un minimum et donner la valeur 
o de à pour laquelle ce minimum est atteint. 

с) A tout à, appartenant à (©), on fait correspondre le milieu I du segment [M', М"); quel est 
l'ensemble des points I ainsi obtenus? 


3° Soit (€,) et (C,) les projections orthogonales respectives de (C) sur les plans хОу et yOz. 
Trouver les équations cartésiennes y = f, (x) de (€) et z = fy (у) de (С). Quelle est la nature 
de chacune des courbes (C,) et (65)? 


Retrouver les paramètres directeurs de la tangente à (©) au point correspondant à t 


j obtenus 
à la question 1). 

4 Montrer que, lorsque £ tend vers +00, F (r) tend vers une limite W, dont on calculera les 
coordonnées. Même étude lorsque / tend vers —oc. 


Soit A le point de l'espace tel que ОА — W. Montrer que la courbe (C) U {A} admet une tan- 
gente en A; donner les coordonnées d'un vecteur directeur de cette tangente. 
(Bacc., C, Rennes, septembre 1970.) 


4.18 Bien que le problème soit essentiellement un problème de cinématique et de géométrie analy- 


tique, la figure qui accompagnera la solution sera une épure et devra être faite avec soin. On 
pourra utiliser, pour la construire, soit une feuille intercalaire, soit une feuille de papier milli- 
métrique de format analogue. La ligne de terre у'Оу est le petit axe de la feuille. L'origine О 
des axes de coordonnées est à 1 cm environ du bord gauche de la feuille. Le sens positif de l'axe 
des éloignements x'Ox est, sur l'épure, dirigé de haut en bas; le sens positif, sur l'axe des profils 
y'Oy, est de gauche à droite; le sens positif, sur l'axe des cotes z'Oz, est de bas en haut. 
Les coordonnées sont indiquées relativement au systéme d'axes précédent. L'unité de longueur 
est le centimètre. L'unité de temps est la seconde. 


1° Un point mobile A, dont la position dépend de l'instant г, a pour coordonnées x4, ул, Za qui 
vérifient le système de relations : 


NT e 


= 0. 
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Un point mobile В est tel que la droite (AB) reste horizontale et ses coordonnées xp, Ув, Za 
vérifient le système de relations 
хь 5 = 200 zs — 18 = 0. 
a) Déterminer, en fonction de г, les coordonnées de chacun des points А et В. 
b) Construire l'épure de la trajectoire D, de A et l'épure de la trajectoire D, de В. 


с) Montrer qu'il existe deux valeurs de t (on notera d celle qui est positive et £} l'autre) pour 
lesquelles la droite (AB) est de bout. Montrer que, pour ces deux valeurs de 1, la droite (AB) 
occupe une méme position qui sera notée (A1B,). Indiquer les coordonnées de A, et By. Cons- 
truire l'épure de la droite (A,B,). 

2 A, et B, étant les positions respectives des points А et B à l'instant 0, soit My, М, et M les 
milieux respectifs des segments [Ao, Bj], [Ai, Bi] et [A, B]. 

Déterminer les équations cartésiennes des projections de la trajectoire de M. Construire l'épure 
de cette trajectoire. Déterminer, à l'instant /, les coordonnées (ou composantes scalaires) du 
vecteur-vitesse du point M à l'instant r. 

Représenter sur l'épure ce vecteur à l'instant 0, à l'instant #{ et à l'instant rf. Déduire de ce qui 
précède l'hodographe, relativement au point О, du mouvement de M (épure et équations de ses 
projections). 

30 Montrer que la projection horizontale (ab) de la droite (AB) passe par un point fixe. 

On note Н la projection orthogonale de M, sur (AB) et # la projection horizontale de Н. Trouver 
le lieu géométrique de A (c'est-à-dire l'ensemble décrit par le point л lorsque г varie de —oo à 
+00). 


N.-B. Les candidats sont informés que, sauf en ce qui concerne les notations, le 3° du problème 
est indépendant du 2°. (Bacc. E, Clermont, juin 1970.) 


Dans le plan (affine euclidien) rapporté à un repère orthonormé, un point M a pour coordonnées 
à l'instant / (t réel quelconque) ` 


x=acs ot, — y-bsin'or 
(о constante positive, a et b constantes non toutes deux nulles). 


1° Montrer que la trajectoire de M est incluse dans une droite dont on déterminera l'équation 
cartésienne. 


2 Montrer que M a un mouvement rectiligne vibratoire simple dont on déterminera le centre, 
l'amplitude et la période. 


4.20 Mêmes questions avec 


y acp 


x—acoswt , 
2 


4.21 Le plan affine euclidien étant orienté et rapporté à un repère orthonormé de sens positif, soit 
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les points A, B, С de l'axe x/Ox d'abscisses respectives a, — a, 2a (a > 0 donné). La date f 
varie de —оо à +. 

19 Un point P a un mouvement circulaire uniforme sur le cercle de centre A et de rayon a, de 
vitesse angulaire positive constante o. À l'instant £ = 0, le point P se trouve en C. Un point Q 
а un mouvement circulaire uniforme sur le cercle de centre B et de rayon a, de vitesse angulaire 


négative constante — c. A l'instant £ = 0, le point О se trouve en О, tel qu'une détermination. 


de (BO, ВО) soit + 5 Calculer, en fonction de г, les coordonnées de Р, Q et du milieu M du. 


segment [Р, Q]. Montrer que le point M a un mouvement rectiligne vibratoire simple dont on 
déterminera le centre, l'amplitude et la période. 


2° Un point 5 a un mouvement circulaire uniforme sur le cercle de centre C et de rayon 24 
avec la vitesse angulaire constante — о. A l'instant г = 0, le point S se trouve en О. Le point Q 
ayant le mouvement circulaire précédent, soit N le point qui divise le segment [S, О] dans le 


rapport Se = — 2. Calculer les coordonnées du point N et montrer que H a un mouvement 


circulaire uniforme. 


422 Dans l'espace (affine euclidien) Е, rapporté à un repère orthonormé, soit le point M de соог- 


données à tout instant г de R : 


x=1+2coswr 
y —3-r2sinot 
жг. 


Quelle est la nature du mouvement de M? 


423 1° Le plan étant rapporté à un repére orthonormé, les coordonnées x, у d'un point mobile M 


sont données, à chaque instant / de R, par 


{x = 1+ 2costr 
1 y = 2sin t cos t. 
Montrer que la trajectoire de M est un cercle C décrit d'un mouvement uniforme. Écrire, en 
fonction de г, l'équation de la tangente en M à С. 


2° On appelle transformé du point M (х, у) appartenant à C le point M' (X ,Y) défini par les 
deux conditions suivantes : 

а) OM' est perpendiculaire à la tangente en M à C; 

b) le produit scalaire OM OM est égal à 3. 


Soit I' l'ensemble des ts M’. Établir que les coordonnées X, Y de M' vérifient le système 
suivant ` 


XQ + cos 21) + Y sin21 = 
Xsin21— Y cos 2 1 = 0. 


Former l'équation cartésienne de Г. Montrer que l'est une hyperbole (cf. $ 3.6, ex. 4. Remarque). 
3° Exprimer les coordonnées X, Y de M' en fonction de r. Déterminer un système de paramètres 
directeurs de la tangente en M’ à Г. Montrer que cette tangente est perpendiculaire à la droite 
ОМ en un point т; vérifier que ce point m appartient au cercle С. 

4° On donne à deux valeurs f, et г, qui différent de 5 Montrer que les points correspondants 


M, et M, sont diamétralement opposés sur C et que leurs transformés Mi et M4 sont alignés 
avec О. 
Soit Р le conjugué harmonique de О par rapport à М; et Mj, S l'intersection des tangentes à Г 


en ces points. Établir que, lorsque t et 1, varient, leur différence restant égale à 5, Р et S se dépla- 
cent sur une méme droite fixe. (Bacc. C et E, Aix, Marseille, juin 1964.) 


424 L'espace étant rapporté à un repère orthonormé, on considère le point mobile M de coordonnées : 


x-—acot у=абіп, г=ш. 


(a constante positive, / désigne le temps variant de —oo à +оо). 


19 Quelle est la nature du mouvement de M? Calculer l'angle que fait la tangente à la trajectoire. 
avec Oz. Quel est l'hodographe du mouvement? Calculer les coordonnées du vecteur-accélé- 


ration ў де M à l'instant z. Construire le bi-point représentant Y d'origine M. 


2» Construire les courbes décrites par les projections orthogonales de M sur les trois plans de 
coordonnées. 


3° On mène par M la droite de vecteur directeur (0, 1, 1). Elle coupe le plan хОу en P. Calculer 
les coordonnées x, = f (t) et уу = g (f) du point Р. 

Quand г décrit [0, т] étudier le sens de variation des fonctions / et g. En déduire le sens de varia- 
tion de la fonction : xy 1—— уу qui associe à l’abscisse x, de P son ordonnée уу. 
Construire la partie de la trajectoire de P quand 7 décrit [0, т] en indiquant les tangentes aux 
extrémités de l'arc obtenu (pour t = 0, le vecteur-vitesse de P est nul, on admettra que la courbe 
a une tangente de vecteur directeur le vecteur-accélération de P s'il n'est pas nul; cf. ex. 11 à 14). 
En déduire les autres parties de la trajectoire de P. 
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Dans le plan rapporté à un repére orthonormé, les coordonnées d'un point M mobile sont 
données, en fonction du temps, par 


х= 5cost, y—4sint. 


19 Déterminer l'équation cartésienne de la trajectoire (C) du mobile. Quelle est la nature géomé- 
trique de cette trajectoiree (On suppose que £ varie de —оо à +оо). 


2° Calculer les coordonnées du vecteur-vitesse v du mobile à l'instant f. Écrire l'équation de la 
tangente en M à (C). 

3° Soit F le point de coordonnées x = 3, y — 0. On appelle P le point d'intersection (s'il existe). 
de la perpendiculaire en F à la droite (FM) avec la tangente à (C) au point M. Quel est l'ensem- 
ble décrit par P quand M parcourt sa trajectoire? (Bacc. D, Montpellier, septembre 1969). 


Dans le plan rapporté à un repère orthonormé, un point M appartient а la courbe (C) d'équation 


1-х К 
lee. i BEE e 
>= туу pati le loi horaire de son mouvement est définie sur R par x = э (» > 0 


donné). 
1° Construire la trajectoire du point M. Montrer qu'elle a trois points d'inflexion alignés. 


2° Calculer les coordonnées du vecteur-vitesse v et du vecteur-accélération T de M à l'instant г. 
Construire l'hodographe du mouvement de M, en indiquant comment il est décrit quand # 
varie de —оо à +00, 

Indiquer les intervalles de temps et les arcs de la trajectoire correspondant à un mouvement. 
accéléré ou retardé. 


En quels points de (C), a-t-on ў = 0? (Baccalauréat.) 


Dans le plan rapporté à un repère orthonormé (О, 7, 7), le mouvement d'un point M est défini 
sur IR раг: 


Fiti—+ OM = F (t) — R (t — sin t) + R (1 — cos tJ. 


(R > 0 donné). 
19 Montrer que, si К est un entier relatif quelconque, pour tout г réel, on a : 


FG+k27)= F()+k2rRÈ 


Qu'en concluez-vous pour les points М et M’ associés à г et à t + k 27? En déduire que pour 
construire la trajectoire de M, on peut se borner à faire varier г dans un intervalle d'amplitude 2 т. 
Que peut-on dire des points M et M" associés à £ et à 2x — г? En déduire que pour construire 
la trajectoire de M, on peut se borner à faire varier £ dans l'intervalle [0 , =], les autres parties. 
de la trajectoire s'obtenant à l'aide de transformations géométriques simples. 


2° Quand t décrit (0, sl étudier le sens de variation des fonctions : 
t > x BI — sint) 
11у RU — cos t). 
En déduire le sens de variation de la fonction : х !1— y qui associe à l'abscisse x de M son 


ordonnée y. 

Construire la partie de la trajectoire de M quand / décrit [0, x]. Indiquer les tangentes aux extré- 
mités de l'arc obtenu (pour t = 0, F’ (0) = б, on admettra que le vecteur F” (0) est un vecteur 
directeur de la tangente; cf, ex. 11 à 14). 

En déduire les autres parties de la trajectoire. 


Y 


3° Soit le point m tel que От = F' (r). On sait que т décrit l'hodographe du mouvement 


de M relativement au repère (О, 7, /). Montrer que т а un mouvement circulaire uniforme. 
Indiquer les arcs de la trajectoire de M sur lesquels le mouvement de M est accéléré ou retardé. 


B. 1. FONCTIONS EN ESCALIER 


БІ Calcul intégral 


Dans la première section nous définissons et nous donnons des propriétés d'une fonc- 
tion intégrable au sens de Riemann sur un segment [a , b] à l'aide de fonctions en esca- 
lier définies sur [a , b] dont l'emploi est particulièrement adapté à cette étude. Les 
fonctions en escalier constituent l'outil à la fois simple et précis que nous utiliserons 
dans tout le chapitre aussi bien pour les questions théoriques que pour les applications 
pratiques. 

Dans la section II, on est conduit à la notion de primitive d'une fonction. Les pro- 
blèmes posés sont de deux sortes : problème d'existence d'une primitive d'une fonction 
sur un intervalle et problème de calcul de primitives comportant quelques techniques 
de calcul. 

La section Ш est réservée aux applications pratiques du calcul intégral, qui sont nom- 
breuses et que l'on rencontre particulièrement en Mécanique et en Physique. 


1. Intégrale au sens de Riemann 
d'une fonction sur un segment 


2) Définition. 


Soit, par exemple, la fonction e définie sur le segment [1 , 4] par : 
si 1<х<2, (9-1 
si 2<х<3, (9-0 
si 3<x<4 , .(——-2 


*(D—1, Ф0)=3 , «$9——1 , $9 = — 
Nous avons la représentation graphique de 9 indiquée à la figure 1. 


Fig. 1 
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On dit que Ф est une fonction en escalier définie sur [1 , 4]. Plus généralement ` 


Définition. 
On appelle fonction en escalier définie sur [a , b] (а < b) toute application de [a , Б] 
dans IR possédant les propriétés suivantes : il existe un nombre fini de points 
Xar Xar sc Xir Xia Ber enne [a , b] tels que 
OD Р 


Zeg erg But =D 


et l'application est constante sur chaque intervalle ouvert ]x,, zl (1 </< n). 


Cela revient à dire qu'il existe des nombres réels 23, 25, ..., 
(1, 2,..., п} on ait, si Ф désigne cette fonction en escalier : 


(xekxaDb sta: 
et, puisque ф est définie sur [a , Б), elle est définie aussi aux points Xy, Xp ..., Set 
c'est-à-dire qu'il existe des nombres réels i, ра, Una tels que pour tout i de 
(1,2, ..., n-- 1) on ait : ф(х) = p 


b) Opérations. 
Désignons par eq, l'ensemble des fonctions en escalier définies sur [a,b] (a < b). 
Addition. Soit e et A deux fonctions en escaliers définies sur [a , 5]. La somme o + 4 
est la fonction numérique définie sur [a , b] par : 
(xela, b) (+ 960— 9 CO + 9 
Montrons que 9 + Ф est une fonction en escalier sur [a , b]. Puisque Ф est une fonction 
en escalier définie sur [a , Б), il existe xy, x», .. «X41 de [а, b] tels que 
«Xx xu ei хы = b 


^, tels que pour tout і de 


DETTE TEE 
Ee ETES 


et o est constante sur chaque intervalle Jx; , xsl (1 < 7 < л). Puisque ў est une fonc- 
tion en escalier définie sur [a , b], il existe xj, ху, Au jus « 5 San de [a , b] tels que 


а=хҗх<Ж%<...<%<Җ44<... y sc 


et A est constante sur chaque intervalle Jx; , xjl (1 <j<p). 
La réunion des deux ensembles (xy, xo, .. ., X444] et (xj, Xb . . -, хь} est un ensemble 
Gd xb se Xp Siet + аз) tel que 

а= Жу. ЖЕЛ CAES CETTE +, 


chaque intervalle ]xz , si est l'intersection d'un intervalle ]x, zo sur lequel ẹ est 
constante et d'un intervalle Jx} , х',1 sur lequel $ est constante, donc е + d est cons- 
tante sur chaque intervalle jx, xzL (1 < k < d 9 + Ф est bien une fonction en 
lier définie sur [a , b]. П en résulte que l'addition que nous venons de définir est 


<xen = b 


Multiplication par un nombre réel. Soit k un nombre réel quelconque donné et 9 une 
fonction en escalier définie sur [a ‚ b]. Le produit Кр ou simplement k est la fonction 
numérique définie sur [a , b] par : 
(x€la, bp (к) (х) = ke (х). 

La fonction Ке est une fonction en escalier sur [a , Б] puisque, les notations étant celles 
qui ont été données précédemment, la fonction ko est constante sur chaque intervalle 
D» xol car Ф est constante sur chacun de ces intervalles. Nous venons donc de définir 
une multiplication externe sur «шы. 


Si nous désignons par (F ([a ‚ b], IR), +, .) l'ensemble des fonctions numériques défi- 
nies sur [a , b], muni de l'addition des fonctions numériques et de la multiplication par 
un nombre réel, on sait que (F ([a , b], R), +, .) est un espace vectoriel sur IR. L'en- 
semble e, y; est une partie non vide de F ([a , b], R) et on vient de voir que cette partie 
est stable pour l'addition et pour la multiplication par un nombre réel. Cela suffit 
(voir cours de Première) pour dire que (e, +, .) est un sous-espace vectoriel de 
(F (а, b], R), +, ). Nous pouvons énoncer : 


Théorème. 
L'ensemble des fonctions en escalier définies sur [a , b], muni de l'addition des fonc- 
tions numériques et de la multiplication par un nombre réel, est un espace vectoriel 
sur R. 


EXERCICES 


1. Montrer que si o et ф sont deux fonctions en escalier définies sur [а , b], la fonction 
Ф X ф ou plus simplement qj : x '—— (ф}) (x) = Ф (x) ф (x) définie sur [a , b], 
est aussi une fonction en escalier sur [a , b]. 

Montrer que (eu, +, X) est un sous-anneau de (F ([а, b), +, X). 

2. Montrer que si @ est une fonction en escalier définie sur [a , b), la fonction | | : 

x 1— | (х) | définie sur [a , Б), est aussi une fonction en escalier sur [a , Б). 


5. 2 INTÉGRALE, AU SENS DE RIEMANN, D'UNE FONCTION EN 
ESCALIER 


3) Exemples. Définition. 


1. Le graphique des vitesses d'un train en fonction du temps est le suivant (fig. 2) : 


v 


Vs 


Us 


D 


GD 


Fig. 2 
183 


184 


P 


La fonction e : f ›——— v définie sur [4 , t5] est une fonction en escalier. Si v, est la 
vitesse constante sur J; , ul (1< i « 5), la distance parcourue entre les instants 


fy et fo est : 
а= v, (fg — tj) + 0 (t — t) + va (t, — t) + 0 (t — t) + vg (te — t) 
ce qu'on écrit sous la forme : 
а= D ntn- 


= 
ce nombre d s'appelle l'intégrale au sens de Riemann de la fonction еп escalier sur 
It s tel. 


, Une résistance électrique est parcourue par un courant continu d'intensité i. Nous avons 


le graphique suivant, £ désignant toujours le temps (fig. 3) : 
i 


Fig. 3 


La fonction 9 : £ ı— i est encore une fonction en escalier définie sur [f , f4]. En 
physique, la quantité d'électricité transportée par le courant pendant le temps Ar, 
tensité étant і constante, est ` 


Aq = it 
Si i, est l'intensité constante sur Jr , ља (1 < k < 3), la quantité d'électricité trans- 
portée d'un point à un autre du circuit entre les instants # et f4 est : 
а= i (t — 6) + 0 (t — ta) + is (ta — ta) 
c'est-à-dire 
з 
а= > iy Gen — 0). 
кт 
ce nombre q s'appelle l'intégrale au sens de Riemann de la fonction en escalier ф sur 
It tal. 


La puissance calorifique dépensée dans la résistance précédente à l'instant г est, si R 

désigne cette résistance, RP, 

La fonction уф: t —— Ri? est encore une fonction en escalier définie sur [f , #4]. 

L'énergie calorifique dépensée pendant le temps Ar, l'intensité étant i constante, est : 
AW = RP At 


L'énergie calorifique dépensée entre les instants 1, et г, est : 
W = RE (t — 1) + 0 (t4 — ta) + Ri (4 — t3) 
c’est-à-dire 


з 
W= D RE (fa — 1). 
E 


Ce nombre W est l'intégrale au sens de Riemann de la fonction en escalier ф sur Ip. #4]. 
Plus généralement 


Définition. 


Soit eu l'ensemble des fonctions en escalier définies sur [а,Ь] (a < b). Soit o 
un élément quelconque de cet ensemble c'est-à-dire une fonction еп escalier définie 
sx a, lagen ge Оры де [ri] naque 
X €«Xx«€«... «Xx LXi €... L Xan mb, 
ben ы шко җы (1</<л). 
Soit l'application lo de ug dans R : 

е 1— log) 2408 — х1) 08 — X) + o 
le nombre lc (9) s'appelle l'intégi 
sur [a , b 


O08 Ха), 
au sens de Riemann de la fonction en escalier ф 


On représente cette intégrale par > X fen — x). ou par le symbole 
& 


[ео 


qui se lit « somme de a à b de 9 (x) dx ». 


Remarques. 


1. Le nombre I, (9) ne dépend pas des valeurs de 9 aux points x;, Xs, . Sat, 


2. Considérons un nouvel ensemble fini de points de [a , b]. La réunion de cet ensemble 
et de l'ensemble (xj, Xs, ..., Xns1} précédent est un ensemble fini que nous pouvons 
ordonner. On obtient des nombres que nous appellerons xj, xj, . Xa 
tels que 


ees X Xa 


а e lei em exis Sch, 


‚ 
Calculons Ÿ 3 (th — x), X étant la valeur constante de sur NS. Un inter- 


valle de la forme Jx;, x;,,[ est la réunion d'intervalles de la forme Jx; , sl (x < j < 8) 
et sur ces intervalles on a 3j = X donc 
D 


KEE 


a a 


KEE EL 


j=l 
Оп peut donc calculer l'intégrale au sens de Riemann de la fonction en escalier ф en appli- 
quant la formule de définition de cette intégrale à tout ensemble fini de points de [a , b] 
contenant l'ensemble initial de points qui a servi à définir р. 


par suite 
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b) Propriétés. 
1. Soit 9 et 4 deux fonctions en escalier définies sur [a,b] (а < b). On sait que 
(cf. $ 5-1 b) la somme Ф + $ est une fonction en escalier définie sur [а,Ь]. П existe 
Xp Xo ee Xi Bot Xa de [а, b] tels que 
a—X«X*«...€«x«xa«..«w-b 
la fonction Ф prenant une valeur constante sur chaque intervalle x; zl (1 < i < n). 
Il existe xj, Xy, ..., Xj Ху, ..., Seu de [a , b] tels que 
а=җҖ<%<...<%<җ44<...<җц= 


la fonction d prenant une valeur constante sur chaque intervalle |j , sl (1 </<р). 


La réunion des ensembles (xy Xa, -> -» хоц) et (Xp X% Soul est un ensemble 
fini que nous pouvons ordonner. On obtient des nombres que nous appellerons 
Xp X eco Xp Xa un Xera tels que 


а= Al e Xa € X Xam b 
D'aprés la remarque 2 du sous-paragraphe précédent, on peut écrire : 


a 
10) = e de (а — X). , A valeur constante de 9 sur хк, Sal 
[zt 


: 
mp = Уа офа — xD» x valeur constante de ÿ sur Р, xia 
: 
d'où 
А 
0 = Ÿ Qu к) Gia — xD, 


bai 
Ae + рь est la valeur constante de 9 -+ Aa Il donc le second membre de (1) 
n'est autre que I, (9 + 4). Nous avons donc pour toutes fonctions en escalier 9 et 4 
définies sur [a , b] : 


To (9) +10 = ole + 9) 


2. Soit Ф une fonction en escalier définie sur [a,b] (a < b). 
П existe xj, хь eee, Xi Xii Sen de [a , b] tels que 

а= x << XX XXX ox xS b 
la fonction Ф prenant une valeur constante } sur chaque intervalle Jx; , xel (1 < i< n). 
Soit k un nombre réel. On sait (cf. $ 5.1 b) que la fonction kg est une fonction en escalier 
définie sur [a , b]. 


10) = >. M Gin — x) 
Si 


о KG) = D Gad Gia — x2 


ka; est la valeur constante de kẹ sur Jx; хен donc le second membre de (2) n'est autre 
que I, (ке). Nous avons donc pour toute fonction en escalier 9 définie sur [a , b] et pour 


tout nombre réel k : 
КІ, (9) = ho Ke) 


On a vu (cf. $ 5.1 b) que l'ensemble (cta у, +, -) des fonctions en escalier définies sur 
[a , b], muni de l'addition des fonctions numériques et de la multiplication par un nombre 
réel, est un espace vectoriel sur IR. L'application I, de є, j; dans IR est telle que, quelles 
que soient les fonctions en escalier 9 et définies sur [a , b] et quel que soit le nombre 
réel k : 
Lo (e + 9) = Io (9) + Io () 
Jo (kẹ) = КІ, (9) 

l'application I, est une application linéaire de l'espace vectoriel (sj, +, ) dans R 
considéré comme un espace vectoriel sur lui-même, donc I, est une forme linéaire définie 
sur сав. On peut énoncer : 


Théoréme. 


Si ea est l'ensemble des fonctions en escalier définies sur [a,b] (a < b), 
l'application lo de zt dans IR, qui associe à tout élément de eu son intégrale au 
sens de Riemann, est une forme linéaire définie sur eu. 


3. D'une façon générale, la relation d'ordre définie sur IR permet de définir une relation 
d'ordre sur l'ensemble des fonctions numériques d'une variable réelle définies sur une 
méme partie D de R. 

Nous dirons que la fonction f est positive sur D et nous écrirons f > 0 si et seulement si 
f (X) > 0 pour tout x de D. Nous écrirons f > g si et seulement si f (x) > g (x) pour 
tout x de D. On dit que g minore f ou que f majore g sur D. 

Si Ф est une fonction en escalier définie sur [a,b] (a < Б) telle que 9 > 0 sur [a , b], 
les valeurs constantes à, (1 < i < n) prises раг 9 sur ]х;, x;,4[ sont alors des nombres 
positifs ou nuls et les différences x,,1 — x, sont des nombres strictement positifs donc 


(9 = Ÿ x6 — x > 0 


iei 
On a donc, si l'on suppose a < b : 


[LLLI (е 2: 0 sur [a, b) ——- 19 (9) >0 Q 


Si ÿ est une fonction en escalier définie sur [a ‚ b] telle que 4 > Ф, on a ÿ — 9 > 0 sur 
La, b] donc I, (ф — +) > 0, puisque I, est une forme linéaire définie sur eu on peut 
écrire cette derniére inégalité : 

1G — Io 9) > 0 
donc 

Io (H) > lo (9) 


et on peut écrire, si l'on suppose toujours a < b : 


(96555) (96s) |G > e sur (а, b) — 1, Q0) >1(ф) Q 


Soit ф une fonction en escalier telle que m < е (х) < M sur [a, b], m et M étant deux 
nombres réels donnés, les intégrales au sens de Riemann des fonctions constantes 
х met x > M sur [a, b] sont respectivement m(b— a) et M(b— a) 
et d’après (2) on a 

m(b — a) < Io (ẹ) < M (b — a) 
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En résumé, si l'on suppose а < b : 


(еа) | (т x (х) < M sur [a,5]) => mb — a) < 1, (9) < MG — а) |G) 


Si o est une fonction en escalier telle que | e (x) | < M sur [a , b] (M > 0 donné), on 
peut écrire pour tout x de [a , b] : 
—М<еф<м 
et en appliquant (3) on a 
—M (P — a) < Io (9) < M b — a) 

c'est-à-dire 

IG | < M b — a). 
En résumé, si l'on suppose а < b : 


(теа) | (90) 1 < Миг [a , b) — | (9| < MG — a) Di 


B. 3 FONCTIONS INTÉGRABLES AU SENS DE RIEMANN 


a) Définition d'une fonction intégrable au sens de Riemann sur un segment. 


Soit une fonction numérique f définie sur [a,b] (a < b). On dit que f est bornée sur 
[a , b] si et seulement si l'ensemble des valeurs prises par f sur [a , b] est borné. Cela 
signifie que cet ensemble de valeurs est majoré et minoré donc il admet une borne supé- 
тісше M et une borne inférieure m. Les nombres M et m s'appellent la borne supérieure 
et la borne inférieure de f. Il existe alors au moins deux fonctions en escalier (fig. 4) qui 
sont les fonctions constantes définies sur [a , b] 

е: xım 

A: x1— M, 


Fig.4 


on a pour tout x de [a , b] m<f@<M 

c'est-à-dire que sur [a , b] on a е</<% 

donc si f est bornée sur [а , b] il existe au moins deux fonctions en escalier qui encadrent f 
sur [a , b]. 


Réciproquement soit une fonction numérique f définie sur [a , b] que l'on peut encadrer 
par des fonctions en escalier o et 4 définies sur [a , b] c'est-à-dire que f peut être majorée 
et minorée par ces fonctions en escalier : 
P<f<Y, 
on a pour tout x de [a , b] : 
eG) € S ф(х), 

or ф étant une fonction en escalier, elle admet une plus grande valeur M et l'on a 

xel, bD Јо) <p) <M; 
de méme o admet une plus petite valeur m et l'on a 

(xela,b] | me) </(). 
Donc f est bornée sur [a , b]. On peut énoncer : 


Théorème 1. 


Pour qu'une fonction numérique défini 
par des fonctions en escalier définies sur [a , b] il faut et il suffit qu'elle soit bornée 
sur [a , b]. 


Plaçons-nous dans cette hypothèse. Soit f une fonction bornée sur [a , b], encadrée 
par des fonctions en escalier 9 et ф sur [a , b] : 


е</<%, 


on sait (cf.$5.2b)quesi Ф<ф, ona 1,(%) <1,(4). Soit E l'ensemble des nombres 
réels I, (9) obtenus à l'aide des fonctions en escalier Ф qui minorent f sur [а, b] et F 
l'ensemble des nombres réels I, (4) obtenus à l'aide des fonctions en escalier qui majo- 
rent f sur [a , b]. Tout nombre de F est un majorant de E; donc, E étant une partie non 
vide de IR majorée, E admet une borne supérieure que nous désignerons par : sup I, (Ф). 
Tout nombre de E est un minorant de Е; donc, Е étant une partie non vide de IR mino- 
rée, F admet une borne inférieure que nous désignerons par : inf 19 (4). 

Nous nous placerons dans le cas où sup I, (Ф) = inf I, (4). On dit alors que f est inté- 
grable au sens de Riemann sur [a , b]. 


Définition. 


On dit qu'une fonction numérique f d 
de Riemann sur [a , Б] si et seulement si 
1. On peut l'encadrer sur [a , Б] par des fonctions en escalier (ce qui revient à dire 
qu'elle est bornée sur [a , b]). 

2. La borne supérieure de l'ensemble des intégrales au sens de Riemann des fonctions 


en escalier minorant f sur [a , b] est égale à la borne inférieure de l'ensemble des inté- 
grales au sens de Riemann des fonctions en escalier majorant f sur [a , b]. 


е sur [а, Б] (a < b) est intégrable au sens 
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Cette borne commune s'appelle l'intégrale au sens de Riemann de la fonction f sur 
d 

[a , b]. On la note encore Ї Хо) dx. 
a 


On a donc, si 9 et 4 sont des fonctions en escalier telles que 9 < f < v sur [a, b] : 


Tag = sup Mei = int) 


Dans tout ce qui suit, il ne s'agira que de fonctions intégrables au sens de Riemann sur 
[a , b], avec provisoirement a < b, et nous dirons souvent « fonction intégrable» sur [a , b], 
étant entendu que cette fonction répond aux conditions de la définition précédente. 


Nous allons transformer la condition 2 de la définition par une autre qui sera plus com- 
mode. 


Soit f une fonction bornée sur [a , b], E l'ensemble des nombres I, (9) et Е l'ensemble 
des nombres I, (ф), p et № étant des fonctions en escalier telles que р < f < d sur 
[а,Ь]. 

On sait (cf. tome 1, $ 3-13 а) que E et Е forment un couple de parties de IR adjacentes 
si et seulement si l’on a l'une des deux propriétés équivalentes I ou II suivantes : 


І. la borne supérieure de E est égale à la borne inférieure de Е. 


(xeE (ye) х<у 


IL | фае) QxeE Gren 


I»—x| «c. 


Tout nombre 1, (s) est inférieur à tout nombre I, (4). Pour que sup I; (9) = inf 1, (4) 
il faut et il suffit que, quel que soit с > 0, l'on puisse trouver des fonctions en escalier 9 
et ф telles que o <f < ф sur [a,b] et |I,Q) — ail < а que Гоп peut écrire 
simplement 1,00) — 1„(ф) < « puisque I, (Ф) < 19 (4). Concluons : 


Théoràme 2. 


Une fonction numérique f définie sur [a,b] (a < b) est intégrable (au sens de 
Riemann) sur [a , b] si et seulement si, quel que soit « > 0, il existe des fonctions 
en escalier o et 4 définies sur [a , b] telles que 


e&f« sur [a,b] 
lo(9) — lo(9) < а. 


b) Exemples. 


1. Toute fonction f en escalier définie sur [a , b] est intégrable au sens de Riemann саг 
elle répond à la définition précédente d'une fonction intégrable puisqu'elle est bornée 
sur [a , b] et son intégrale I, (f) (définie au $ 5.2 a) est la borne commune des ensembles. 
des intégrales des fonctions en escalier qui l'encadrent sur [a , b]. 


Désignons par Ja,» l'ensemble des fonctions intégrables sur [a,b]. L'ensemble Bun 
des fonctions en escalier définies sur [a , b] est donc une partie de Jya „. 
Considérons les applications suivantes : 


dl: Bas — R 


5 
foa 0 лд 


Jan —— R 
d 10) = (E Ф 
= |709 dx 


l'application І, est donc la restriction de I à En 


2. Soit une fonction f monotone sur [a,b] (а < b). Nous supposerons qu'elle est 


croissante sur [a,b]. Cherchons des fonctions en escalier qui encadrent f sur [а,Ь] 
(fig. 5). 


y) 


Fig. 5 


Soit un nombre fini de points de [a , b] tels que l'on ait 


aLa. LH X3 X L X m b 


la fonction 9 telle que : 

sur chaque intervalle [x; xi [. (Li n—1) , W= f) 
зш Lo, H , eG)— f GS) 

est une fonction en escalier qui minore f sur [a , b]. 
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La fonction ф telle que : 

sur chaque intervalle bo, xl (1i n—1) , фб) = f) 
sur [xn,b] , Фо) = S) 

est une fonction en escalier qui majore f sur [a , b]. 


1,9) — 1,9) = Уло) Gi — 3) — D £6 Gi — х0 
& 


icr 


= D Wen) Л бун — xD 
Quel que soit « > 0, cherchons à avoir 
1,6) (9) <a, 


si l'on choisit les points de [a , b] de manière que pour tout i de (1, 2, ..., n) on ait 


Aa = $9) — 79 


(on suppose que / n'est pas une constante sur [a , b] donc f (b) — f (a) + 0), 
ona 


19) — (9 « У Ut) -SA дру 7 


ier 


D ues) — feo 


bat 


A) — ki < руд 


ь@ — 1,69) <a ra VO — f 
1,0) — 19) <= 


Donc, d’après le théorème 2 précédent, la fonction fest intégrable sur [a , Б]. La démons- 
tration est analogue dans le cas où Test décroissante. 


et on a bien 


Théorème. 
Toute fonction monotone sur un segment est intégrable au sens de Riemann sur ce 


segment. 
SE 


3. Nous admettrons le théorème important suivant : 


Théoràme. 
Toute fonction continue sur un segment est intégrable au sens de Riemann sur ce 
segment. 


€) Opérations sur les fonctions intégrables. 


Nous allons étendre aux fonctions intégrables sur [а, b] (а < В) les opérations (addi- 
tion, multiplication par un nombre réel) sur les fonctions en escalier (cf. $ 5.2 b). Nous 
proposons, en exercice, l'étude de la multiplication des fonctions intégrables. 


1. Soit f, et f; deux fonctions intégrables sur [a ‚ b]. D'après le théorème 2 (cf. $ 5.3 a), 
quels que soient а, >0 et а, — 0, il existe des fonctions en escalier 9, et dn, Pa 
et de telles que sur [a , b] on ait 

= &Л <h » ave Ilh) — ol) <a 

Pa Sfat » avec Tolha) — 109) < a 
par suite 

тъ Efi fa %ь 
avec 
Lo (4 + del — lte + $9) = П (Ha) — 19 (9)] + Mo (4)— Io (Ф)] < ә + ag 

donc quel que soit « > 0 on aura 


а) To (4 + 99 — Io (P1 + Pa) < 
si l'on choisit a = ay = 5 
donc f, + f, est intégrable sur [a , b]. Son intégrale I (f, + f?) est la borne supérieure de 
l'ensemble des intégrales des fonctions en escalier minorant f, + f, sur [a , b] et la borne 
inférieure de l'ensemble des intégrales des fonctions en escalier majorant f, + f sur 
[a , b] donc, puisque e, + e; minore f, + f; et da + Pa majore f, + fa : 


0) 10+ 99 10 + fg) < Lo Gi + 99. 
Оп a aussi 

Lo (9) < 10) € Io (h) 

Lo (9) 105) < Io (фә) 
donc 

Lo (9) + Io (9) ТО) + 10) < Io (4) + To (hs) 

[9] Lo (9, + gl STA) + 109) € Lo (ha + 99) 
Il résulte de (1), (2), (3) que, quel que soit а > 0, on a : 
@ 116, 3-9 — 10) — 169 | c «s 
en effet on a 
Q Lo (ш + 9) < 105 + Ad) < Lo Ga + del 
e — lo Ga + W € — 109) — 104) € — Io (ei + Ф) 


et en additionnant membre à membre (2) et (3), compte tenu de (1) : 
—a «If + f) — 10) — 109 < 
c'est-à-dire (4). 
Par suite, (4) étant vérifiée quel que soit « > 0, on а 
I0; -- 9 — 10) - 109 
Conclusion : si f; et fa sont deux fonctions intégrables sur [a,b] (a < Б), la somme 
Л + Ж est intégrable sur [a , b] et l'on a 


3 7 т 
| IN + nenas [ac ax fi à 


2. Soit f une fonction intégrable sur [a , b]. Quel que soit «, > 0, il existe des fonctions 
en escalier 9 et d telles que sur [а, b] on ait 
P<I<Y , avec 1,00) — Lo (p) < 
sik > 0, on peut écrire : 
ke < kf « kh, 
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avec Lo (KY) — I (ke) = k Ilo Q) — Io (9)] < kor 


et, quel que soit а > 0, on aura 
б) Yo (kY) — Io (kẹ) < «, 
" 


T Donc kf est intégrable sur [a, b]. Son intégrale I (kf) est la borne 


supérieure de l'ensemble des intégrales des fonctions en escalier minorant kf: sur [a,b] 
et la borne inférieure de l'ensemble des intégrales des fonctions еп escalier majorant kf 
sur [a , b] donc, puisque ke minore Kf et ky majore kf : 

© To (k) < I (Kf) < To (KY). 


On a aussi 


si on choisit а; = 


ь@< 10< LH 
ke) <) € КІ Q) 
o To (kg) < k X(f) < Lo KY) 
її résulte de (5), (6), (7) que, quel que soit « > 0, on a 
@)—к10)|<« 


(raisonner comme pour l'addition) 


par suite 
т) = КІ). 
Si k < 0, la démonstration est analogue еп remarquant que l'on a ici 
ky К< ko. 


Si k = 0, kf est la fonction nulle sur [a , b]. On a 

107) 19 (4) — 0 
et k1(f)-0x1()—0 
donc Т(у) = КІС) 


Conclusion : si f est une fonction intégrable sur [a,b] (а < b), k étant un nombre 
réel quelconque, la fonction k/ est intégrable sur [a , b]etl'ona 


к f G9] dx Јо) dx 


Soit (Ji, + 2 l'ensemble des fonctions intégrables sur [a , b] muni de l'addition des 
fonctions numériques et de la multiplication par un nombre réel. L'ensemble Ju est 
une partie non vide de l'ensemble F ([a , b], IR) des fonctions numériques définies 
sur [a , b]. On vient de voir que Jus est une partie stable pour l'addition et pour la 
multiplication par un nombre réel, donc (Ji, , +, -) est un sous-espace vectoriel de 
(F (a, b], R), +, 2- 


» 
Par ailleurs l'application I de Jy,» dans R : f 10) = f. f(x) dx est telle que 


quelles que soient les fonctions intégrables f, et fa sur [a , b] et quel que soit le nombre 
réel k : 
IO f —10) +109 
107) = к10 


donc I est une application linéaire de Dau, +, -) dans l'espace vectoriel R c'est-à-dire 
une forme linéaire définie sur Au. On peut énoncer : 


Théoràme. 


L'ensemble (uw, +, +) des fonctions intégrables sur [a , Б] muni de l'addition des 
fonctions numériques et de la multiplication par un nombre réel, est un espace vectoriel 
sur R. 

L'application 1 de Jas) dans IR qui associe à tout élément de Jya») son intégrale sur 
[a ‚ b] est une forme lint définie sur Jay. 


REMARQUE 


Оп peut dire que (є. ‚ +, Jet un sous-espace vectoriel de (as) , +, .) (cf. 8 5-1 b). 


EXERCICES 


1. Soit f, et fa deux fonctions intégrables sur [a , b]. On désigne par sup (fi, f) et par 
inf (fa fa) les fonctions qui associent à tout x de [a , b] respectivement le plus 
grand et le plus petit des deux nombres /, (x), fa (x). Démontrer que la fonction 
sup (f fa) est intégrable sur [a , b]. [Pour cela on remarquera que si Ф, dn, Pas Va 
sont des fonctions en escalier telles que, sur [a , 5], фу < fi S dn et da fa < Yo 
оп a aussi sup (фу, Pa) < sup (Л, fa) < sup (фу, a) et on appliquera le théorème 2 
du § 53a] 
En déduire que inf (ffa) et |f], fétant intégrable sur (а, 5], sont aussi 
intégrables sur [a , b). [Pour cela on remarquera que inf (fy, f) = — sup (— f, — fa) 
et que |f] = sup (/ 0) + sup (— f, 0).] 
a) Montrer que si f, et fa sont intégrables et positives sur [a, b], le produit fify 
l'est aussi. [Оп appliquera le théorème 2 du $ 5-3 a en remarquant, les notations 
étant celles de l'exercice précédent, que аф, — ФФ: = Ae (Ja — Ф) + P1 (Ya — gell 
b) Plus généralement, montrer que si f, et f, sont intégrables sur [a , Б), le produit 
fafa Vest aussi [si m, et т, sont les bornes inférieures de f, et fa sur [a , b], on écrira 


Fifa = (fi — m) (fa т) + mfa + тз — mm). 


En déduire que (ws), +, X) est un sous-anneau de (F (а, b), R), +, x) (cf. 
$ 5-1 b). 


P 


5. 4 PROPRIÉTÉS 


Nous allons étendre aux fonctions intégrables sur [a , b] les inégalités vérifiées par les 
intégrales des fonctions en escalier (cf. § 5-2 b). Nous supposerons a < b. 


a) Soit f une fonction intégrable et positive sur [a , 5]. Cette fonction est minorée par une 
fonction en escalier qui est la fonction nulle sur [a , 5]. L'intégrale de la fonction nulle 
sur [a , b] est 0 donc, puisque I (f) est la bonne supérieure de l'ensemble des intégrales 
des fonctions en escalier qui minorent sur [a , b], on a 

о<10 


et on peut écrire, pour toute fonction f intégrable sur [a, b] (a < b) : 


o U> osupa, 0) — f feo dx > 0 
К 
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b) Si g est une autre fonction intégrable sur [a , 5] tellequeg > fsur[a,b]ona g—/2:0 
donc I(g — f) > 0 et, puisque I ést une forme linéaire définie sur Ja») оп peut écrire 
cette dernière inégalité : 

I(g) —1()z0 
ou encore. 
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et on peut écrire, pour toutes fonctions f et g intégrables sur [а,Ь] (a < b) : 


5 à 
D (e > fsur la, b) —> | кб) ax > лод ах 


© Soit f une fonction intégrable sur [a , b] et supposons que l'on ait pour tout x de [а, b] : 
m< f(x) < M, m et M étant deux nombres réels donnés. D'après (2) on peut écrire : 


[max < fra [ме 
m6 -à« [ro <MG-— a 


En résumé on peut écrire, pour toute fonction f intégrable sur [a, b] (a < b) : 


b 
(| (m < fx) < M sur [a , 6) =—> т — а) < [rc as x Мф — a) 


Si, en particulier, m et M sont les bornes inférieure et supérieure de f sur [a , b], on peut 
écrire 


5 
ө» m< |da | 


La moyenne arithmétique de n nombres réels An, Ae. An est le nombre 


мА. ES On peut remarquer que ce nombre n'est autre que : 


4 
KEE 


bat 


Ir е0) de 


la fonction Ф étant une fonction en escalier définie sur [a,b] (а < b) avec : 
=хҗхл<%<...4<44<... << д = Б, 


ча — ч = 5 pour tout ide (1, 2, ... п), 


^, valeur constante de 9 sur chaque intervalle Jx; , xl (1 <<). 
Mt gt ee +de 
Зана жин 
plement la moyenne, de la fonction Ф sur [a, b]. Plus généralement : 


Nous dirons que le nombre est la valeur moyenne, ou plus sim- 


Définition. LL —————————————————————— 


On appelle valeur moyenne ou, plus simplement, moyenne d'une fonction f intégrable 
ziel? 
sur [a,b] (а < b), le nombre . — f 100 dx. 


— `` 


Le calcul d'une moyenne en Physique, en Statistique, dans les Probabilités, se fait fré- 
quemment. Par exemple, si la fonction f : t 1—+ x = f (t) est une fonction pério- 
dique, de période T, intégrable sur [0, T], la valeur moyenne de f pendant une période 


1 
sst+ je гоа. 
Le résultat (3') peut s'énoncer ` 


la moyenne d'une fonction intégrable sur un segment est un nombre compris entre la borne 
inférieure et la borne supérieure de la fonction sur ce segment. 

Si f est continue sur [a ‚ b], on sait qu'elle est intégrable sur [a , b] (cf. $ 5-3 b). On sait 
aussi (cf. $ 1-6 b) que l'image du segment [a , b] est un segment [m , M], m et M étant 
les bornes inférieure et supérieure de / sur [a, b]. La moyenne de / sur [a, b] est un 
nombre du segment [m , M] d’après (3°), donc il existe un nombre c au moins de [a , b] 


tel que f (c) soit égal à cette moyenne. On peut écrire, pour toute fonction f continue 
et de bornes m et M sur [a , b] : 


Geel, bD ғ 


d 
NE = fo | 


1а valeur moyenne d'une fonction continue sur un segment est prise par cette fonction en un 
point au moins du segment. 


d) Si f est une fonction intégrable sur [a , b] telle que pour tout x de [a,b]: |f(x)|<M 
(M > 0 donné), on peut écrire pour tout x de [а, Б] : 


= мМ</() <м 
et d'après (3) : 


— um à < [red Mu a 
S 
c'est-à-dire : 


d 
ES <M(— a). 
En résumé on peut écrire, pour toute fonction f intégrable sur [a,b] (a< Б) : 


KI Ia) < M sur ta , b) | ло dr | < MO — à 


1. Si f est intégrable sur [а, Б] (a < b), оп sait (cf. $ 5-3 с, ex. 1) que |f] est inté- 
grable sur [a , b]. Démontrer que : 


[irc а | Fire tax 


2. Soit f une fonction intégrable sur [2,5] (a < b) et telle que pour tout x de [a , b] 
on ait |/(х)|< М (M > 0) donné). Soit g une fonction intégrable positive sur 
[a , b]. On sait (cf. $ 5-3 c, ex. 2) que fg est intégrable sur [а, 5]. Démontrer que : 


Joeren Lem, 


197 


REMARQUE 


Dans le cas ой f est intégrable et positive sur [а, b] (a < Б), soit Ф une fonction en 
escalier et p, une fonction en escalier positive qui minorent f sur [a , b]. Le nombre 
I(f) est la borne supérieure de l'ensemble E des nombres I, (9), montrons que c'est 
aussi la borne supérieure de l'ensemble E des nombres I, (v). Il suffit de montrer 
que E et E' ont les mémes majorants, car ils auront alors la méme borne supé- 
rieure qui est le plus petit de ces majorants. Tout majorant de E est majorant de 
E' puisque E' C E. Réciproquement soit M un majorant de E'. Quel que soit I, (9) 
de E, soit Ф, la fonction en escalier définie sur [a , b] par : 

Ф (х) = Ф (х) sur tout intervalle où e est positiv 

e (x) = 0 sur tout intervalle où Ф n'est pas positive. 
Опа 1, (Ф) ЄЕ’ donc h (Ф) < M. 
Опа Ф < Ф, ѕш [а,Ь] donc 1,(ф) < kh (9) 
par suite 1, (9) < M et tout majorant de E est majorant de E. Les ensembles E 
et E' ont les mêmes majorants et par suite la méme borne supérieure. Donc I (f) 
est la borne supérieure de E, 
Раг ailleurs I(f) est la borne inférieure de l'ensemble des intégrales des fonctions 
en escalier 4 qui majorent f sur [a , b). Puisque f est positive sur [a ‚ Б), les fonctions 
Ale sont aussi. Donc si f est intégrable et positive sur [a , b], ІС) est la borne 
commune des deux ensembles des intégrales des fonctions en escalier positives qui 
encadrent f sur (a , Б). 


B. Б FONCTION INTÉGRABLE AU SENS DE RIEMANN SUR [а,Ь] AVEO 


а) 


b) 
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a>b. RELATION DE CHASLES. APPLICATION AUX FONCTIONS 
MONOTONES PAR MORCEAUX 


Fonction intégrable au sens de Riemann sur [a , b] avec а > b. 


Nous avons considéré, jusqu'à présent, un segment [a , b] avec а < b. Débarrassons- 
nous de l'hypothèse а < b. 

Si f est une fonction intégrable (toujours au sens de Riemann) sur [a , b] avec a — b, 
nous dirons encore que f est intégrable sur [b , a] et nous conviendrons que son inté- 
grale sur [b , a] est : 


i 
To ds = — fro. 
d 
Nous conviendrons aussi que, pour toute fonction f définie au point a : 


Гоо 0. 


Relation de Chasles. 


Soit ф une fonction en escalier définie sur [а, Б] (а < b). Si c est un nombre quelconque 
de [a , b], il existe un nombre fini de points xy, хь ..., Xp Set +++» Seu de [2,0] 
tels que : 

ERU ER E PEA arae ee auccm 8 
la fonction e prenant une valeur constante 3, sur chaque intervalle Jx; , sde i < n). 
L'intégrale de ọ sur [a , b] est 


[.59a- XT а-ы 


ici dei Ian 


donc 


m fios fewa feas 


Notons que si ү et Ф sont les restrictions de Ф respectivement à [a с] et [c , b], ce sont 
des fonctions en escalier définies respectivement sur [a , c] et [c , b] et (1) peut s'écrire : 


E [#®&= face ds 


Réciproquement si Гоп a deux fonctions en escalier 9, et 9, définies respectivement 
sur le, dal, Al (а с <В), la fonction e définie sur [a, b] par : 


si а<х<с , ф(х) = Ф (х) 
si с<х<Ь , ф(х) = Ф. (х) 
est une fonction en escalier et nous avons encore (1) et (2). 


Nous nous proposons de généraliser la formule (1) au cas d'une fonction f intégrable 
(au sens de Riemann) quelconque sur [a,b]. Nous supposerons provisoirement que 
lona: a<c<b et nous désignerons par I(f), I (f), I; (f) les intégrales, quand 
elles existent, de f respectivement sur [a , b], [a , c], [c , b]. 

Si f est intégrable sur [a , b], pour tout æ > il existe des fonctions en escalier o et A 
telles que sur [a , b] on ait 


Ф@</<$, avec1()) — 1(9) <. 


Soit Ф еі Ф les restrictions de à [a,c] et [c, b] 
Фе! ф; les restrictions де фа [a,c] et [c, b] 

mEfzh 

Ф©/< h 


sur [a,c] опа 
sur [c, b] ona 
d'après (2) 10) = l (Ф) + Le (s 
de même 1) = lh (4) + h (9 
d'où 1G) — 1(9) = [Һ (4) — h (9] + [I (a) — 1 90] < « 


les nombres entre crochets étant positifs ou nuls, chacun d'eux est donc inférieur à « 
donc f est intégrable sur [a , c] et sur [a , b] (cf. $ 5. 3 a, théorème 2). 

Réciproquement si f est intégrable sur [a , с] et (с, b], pour tout « > 0 il existe des 
fonctions en escalier e, et d telles que sur [a , c] on ait 


$ Xf , ave h (p) — h (D <a 
et il existe des fonctions en escalier +, et 4, telles que sur [c , b] on ait 
pa €f Xd, , avec 1, (hs) — I5 (Ф) < os. 
Soit 9 et ф les fonctions en escalier définies sur [a , b] par : 
si а<х<с , ф(х) = ә (х) e ф(х) = ф(х) 
si e<x<b , ф() = ф(х) et ф(х) = 40) 
on a sur [a, b] : 
exXfX et Т) —I1() = h (9) — h ()] + Hla (9) — 1, (991. 
Pour tout о > 0, pour avoir 1 (0) — 1 (Ф) < х, il suffit, par exemple, de prendre 


a 
EE 


Donc f est intégrable sur [a , b]. 
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Nous voyons donc que f est intégrable sur [a,b] (a< c < b) si et seulement si f est 
intégrable sur [a , с] et sur [c , Б]. Nous pouvons alors écrire ` 

L @) < 1 ()< 1 W 

L(9) < Le (ND € h (Ha) 
d’où en additionnant membre à membre, compte tenu de (2) : 

HEET 
nous avons aussi 
Т) <10) «10 
par suite, pour tout « > 0, 
IQ —- 50 -—-hI&19) —1(9 < 

donc 1()= I, (f)+ 1. (f) (nous avons fait un raisonnement analogue au $ 5.3 c). 


Concluons : 


Théorème. = 
Une fonction f est intégrable sur [a, b] (а < c < b) si et seulement si elle est inté- 
grable sur [a , c] et sur [c , b]. Nous avons alors 


Кр ў 109.40) [и dx f f(x) dx | 


C'est la relation de Chasles pour les intégrales. 
Nous avons supposé a < c < b. Supposons que l'on ait, par exemple, a < < c et f 
intégrable sur [a, c] par suite sur [a ,5] et [b,c] : 


; 5 ; 
[yo a NZD Гро 
: 
vo [ro Lane [ro 
: De | 
mais IR dx=— [ro dx (convention du sous-paragraphe a) 


ame Tome леа [rc à. 


On étudiera de même les autres cas et on verra que (17) est vérifiée quel que soit l’ordre 
des nombres a, b, c pourvu que f soit intégrable sur l'un des segments la, b), [a , с), 
[c , b] qui contient les deux autres. 


© Application à une fonction monotone par morceaux sur un segment. 


Définition. 
On appelle fonction monotone par morceaux sur [a,b] (а < Б) toute fonction 
numérique définie sur [a , b] possédant les propriétés suivantes : il existe un nombre 
fini de points Xy, Xy. « - -; Xe Xi - — Ха, Seu бе [a , b] tels que 

a-2X€X*XX... «Xx «Xa. «X «X17 b, 
la fonction f étant monotone sur chaque intervalle ouvert Jx, х;+:1 (1 eis, 


On rapprochera cette définition de celle d'une fonction en escalier (si on remplace dans 
1а définition précédente le mot « monotone » par « constante », on obtient la définition 
d'une fonction en escalier sur [a , b]. 


Montrons qu'une fonction f monotone par morceaux sur [a,b] (a < b) est intégrable 
sur [a , b]. Nous supposerons que f est définie sur [a , b] et monotone sur Ja, ef et sur 
Jk, H (a< c< b). On généralisera. 

Puisque f est définie sur [а, c] et monotone sur Ja, cf, elle est intégrable sur [a c] 
(la démonstration est celle du $ 5.3 b; l'intervalle Ja , el, sur lequel est elle monotone, 
est ouvert au lieu d'être fermé mais cela n'a aucun inconvénient puisqu'on sait que les 
valeurs des fonctions en escalier aux points a et c n’interviennent pas). De méme, f'étant 
définie sur [c , b] et monotone sur 1с, AL elle est intégrable sur [с, b]. On peut donc 
appliquer le théorème précédent : la fonction f est intégrable sur [a , b] et l'on a 


Toma [лоза fre as 


Оп peut ёпопсег. 


Тһёогёте. 


Toute fonction monotone par morceaux sur un segment est intégrable au sens de 
Riemann sur ce segment. 


П. Primitives d'une fonction 


5. 6 DÉFINITION D'UNE PRIMITIVE D'UNE FONCTION. EXEMPLES — 


а) Définition. 


Soit la fonction Е: х 1— x*-- 3x — 1 définie sur IR, sa fonction dérivée 
est f: x 1—3 x* + 3 définie sur IR. On dit que Е est une primitive de f sur 
R = ]—oo,--oe[. Plus généralement : 


Définition. 


Soit deux fonctions numériques f et F définies sur un intervalle 1 ouvert ou fermé. On 
dit que F est une primitive de f sur 1 si et seulement si F est dérivable sur I et a pour 
fonction dérivée sur I la fonction f. 


Les problèmes qui se posent sont de deux sortes : probléme d'existence qui consiste à 
savoir quelles fonctions f admettent une primitive sur un intervalle et problème de calcul 
de toutes les primitives de f quand elles existent. Nous étudierons le premier probléme 
seulement lorsque / est continue sur un segment. 


b) Existence d'une primitive pour une fonction continue sur un segment. 


Soit f une fonction continue sur [a , b] donc intégrable sur [a , b]. Si x est un point 
quelconque de [a , 5], f est aussi continue sur le segment [a , x] donc intégrable sur ce 


segment. Nous noterons son intégrale sur ce segment : d TO) dt en remarquant bien 
les rôles différents des lettres x et t. En effet soit Е la fonction définie sur [a , b] par 


Е() = f. f (i) dt, on voit que l’on obtient la méme fonction F de la variable x si l'on 
а 
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remplace / раг toute autre lettre (и, v, ...). On dit que г est une variable « muette » саг 

finalement elle n'intervient pas, tandis que x n'est pas une variable muette. 

Étude de la dérivée de Е en un point xy de ]а , b[. Pour cela cherchons si le taux d'accrois- 

sement HS de F a une limite au point xy. Опа: 
— X 


rm гоо Toma f roa- [roa f ron 


= Toma 
donc 
EP. i 
а Pe P I IE гоа 


ce taux d'accroissement n'est autre que la moyenne de f sur Le, x]. On sait, f étant 
continue, qu'il existe x, de [хе , x] tel que (cf. $ 5.4c) : 


f. SO) dt. 


fee I 
Puisque f est continue en xy, quel que soit а > 0, il existe 8 > 0 tel que pour tout x de 
Jro — 8, xo + Elon ait | f(x) — f (xo) | < а. Donc si dans l'égalité (1), le nombre x 
appartient à x 

Ye — B, xo + BL 
le nombre x, appartient aussi à cet intervalle et l'on a aussi | f(x) — f(x) | <= 
c'est-à-dire : 


F(x) — Fx) 
CIO о) | <a% 
Е (х) — Е (xo) 


ce qui exprime que : lim 
de Ja, b[ est f (xo). 
Étude des dérivées de Е à droite et à gauche aux points a et b. Si l'on suppose a < b et si 


dans le raisonnement précédent on remplace ]xo — 8 , хо + 8[ par ја, a + 8[ ou par 
Jb — 8, Ы on déduit : 


Tied, Donc la dérivée de Е au point xy 


X— X, 


jg FGF qq 
ze Х 

. FC — FO) 
SE beet mA) 


donc F est dérivable et a pour fonction dérivée f sur le segment [a , b], ou encore : 


Théoràme. 


Si f est une fonction continue sur [a , b], la fonction F : x X——^ f. коа 
définie sur [a , b] est une primitive de f sur [a , b]. 


c) Recherche de toutes les primitives d'une fonction à partir de l'une d'elles. 


Soit f une fonction admettant une primitive F sur un intervalle I ouvert ou fermé. La 

dérivée de F en tout point x de 1 (ou seulement la dérivée à droite ou à gauche aux extré- 

mités du segment) est F' (х) = f (x). Soit G la fonction définie sur I par 
G@=F@+C, 


C étant une constante réelle arbitraire, sa dérivée en tout x de I est encore 

СО) = Е' (у) =/0) 
puisque la dérivée d'une constante est nulle. Donc G est une primitive de f sur I. 
Réciproquement soit G une primitive de f sur I, les deux fonctions G et F ont méme 
fonction dérivée f sur I donc (cf. $ 3-1 c) elles différent d'une constante. On peut énoncer : 


Théorème. 


Si une fonction f admet une primitive F sur un intervalle І (ouvert ou fermé), l'ensemble 
des primitives de / sur 1 est formé des fonctions Р + С, С étant une fonction numérique 
constante arbitraire définie sur 1. 


Notons que, pour simplifier, si l'on a la fonction numérique : x —> C définie sur I, 
la lettre C désignera la constante réelle et aussi la fonction constante. C'est un abus de 
langage. 
Cherchons, parmi ces primitives, s'il en existe une prenant une valeur donnée à arbi- 
traire en un point donné x, de I. On aura pour une telle fonction : 

ЕФ) + C= à 
d’où 

С=л—Е(б) 
et la fonction cherchée est définie sur I par : 


F(x) +à — F (xo) 
donc 


Corollaire. 


Si une fonction admet des primitives sur un intervalle, il en existe une et une seule 
prenant une valeur donnée arbitraire en un point donné de l'intervalle. 


En particulier la primitive de f qui s'annule en un point x, de I s'obtient en prenant 
À = 0. Elle est définie sur I par : 


F (x) — F (xo), 
F étant une primitive quelconque de f sur I. 
Remarque. 
Dans le cas particulier où f est une fonction continue sur un segment [a , b], on sait 
qu'une primitive de f sur [a Б] est la fonction F définie sur [a , b] par F (x) = Í "fd. 
La primitive de f qui s'annule au point x, de [a , b] est donc définie sur [a , owe t 
ro - ro) f roa- ona - roa f roa 

c'est-à-dire, d'aprés la relation de Chasles, à 

Е() — F (x) = Гоа. 
En particulier pour x, = a et x = b, on реш alors écrire 

ro) -ro- ona 


notons qu'à la place de la lettre г on peut mettre la lettre x ou toute autre lettre distincte — | 
Ges lettres a et b puisque son róle est différent de celui de a et b. On convient aussi d'écrire 
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le nombre Е (5) — Е (а) sous la forme [Е (x)}?. Notons que [Е (x) + CÈ = [Е (00. On 
a donc pour toute fonction f continue sur [a, b), en désignant раг F une primitive quel- 
conque de f sur [a, b] : 


Nous allons donner quelques exemples d'application de ces formules en suivant l’ordre 
du tableau précédent. Le nombre C désignera une constante réelle arbitraire. 


Exemples. 


1. Une fonction polynôme f telle que f(x) = ax" + anx"! +... + ах + ао définie 
sur R admet pour primitives sur R les fonctions polynómes F telles que 


IF C9 FO) — pu = (Daa 


le symbole [Е Geif se lit « F (x) pris entre a et Б». D'une façon générale, si fest une fonc- 
tion quelconque définie sur un intervalle I, soit a et b deux nombres quelconques de I, FQ) = 


par convention : [/Q9E = f (6) — / (0). 
2. Soit la fonction f définie sur IR. par f (x) = sin? x. Cherchons à mettre f sous la forme 
5. 7 CALCUL DE PRIMITIVES d'une somme de fonctions de primitives connues. On a pour tout x réel : 
a) Primitives usuelles. Exercices résolus. 1 eis 1 1 
Des formules sur les dérivées, on déduit les formules sur les primitives suivantes, C dési- ашалы eem appris M oo д 
gnant une constante réelle arbitraire. Оп vérifiera que les fonctions figurant dans la 
troisième colonne ont pour fonctions dérivées celles figurant dans la deuxième colonne, 


adv Ames + ban C 


donc f est la somme de deux fonctions : 


dans les conditions indiquées dans la premiére colonne. f, telle que f, (x) = dont une primitive sur IR est F; telle que F (x) 
fonction primitives telle que f; (x) = — Lcos 2 x dont une primitive sur D est Fẹ telle que 
D A 3 
ensemble de définition de la Р, @) = — Lsin 2 x. La fonction f admet pour primitives sur IR les fonctions F telles 
fonction et de ses primi- 4 
tives : R [o c que F( = 1х ae ze +C. 
E IR | a (constante) ах+С 
- R |» (тее) ` HE 3. Soit la fonction f définie sur IR par f (x) = cos x — x sin x. On remarque que 
= IR* | x^(n— Oounentier < — 1) п+1 cos x —xsinx— 1 X cos x + x (— sin x) qui est de Ia forme fi GO ga (9 + A1 (аа (2) 
— в? | (eQ—(—1» SU LC avec f, б) = x et ү (x) = cos x. Une primitive de fig, -- figi est be sur R. La fonc- 
+1 tion f admet pour primitives sur R les fonctions F telles que 
- R |е, azo — isnt Hie FG) = xcosx С. 
it la foncti finie sur I= т, т + bal (keZ) par 
- Б EDIT ag 0 ei 4. Soit la fonction f définie sur I= Jkr, т + bal (ke Z) р: 
аети ЕТЕ rio 
2 2 mos 1X sinx—xcosx | 
(ke Z) On remarque que l'on peut écrire f(x) — SEE qui est de la forme 
— Кт, т Ак 1 " 1 
(eZ) sac 1 + сових Gë e avc La go) = sin 
fet g ont pour primitives F et V fi fa А 
G sur ип intervalle I ftg F4 G4 C Une primitive de па sur Vest 2. La fonction f admet donc pour primitives sur I 
à réel donné, f a pour primi- d 
EE ур T les fonctions F telles que : 
fet g ont pour fonctions déri- FG)= 
vées fet g' sur I с й й 
fet g ont pour fonctions déri- 5. Soit ks fonctions К 
vées f'etg'sur Let g(x) #0 h +c fa définie sur R ^ par Л (х) = SE 
WER à définie sur Н — |— 5| mr beem 
fa pour fonction dérivée f sur ` 
Iaf: хо [ЛОО | ff" T G, fadéfiniesur]—1,1[ par /,бд= 
[ définie sur I (re Q — (—1)) +1 xt 


nous remarquons qu'elles sont toutes de la forme AT" f’ (à réel, r rationnel  — 1). 
205 


Еп effet : 
fi (x) = sin'x (sin x)' de la forme LG f' (х) avec f (х) = sin x. Une primitive de 
5 
DT sur R est E La fonction f, admet donc pour primitives sur IR les fonctions Р, 
telles que 
R= 3 sin*x + C. 


De méme 


1 y od 1 
AG =» GITE = 5 Ох 07 (2x + 1) de la forme 5 [/G)]-* // 9) avec 


Јо) = 2х + 1. 


1 — 
Une primitive de /—2/' sur R — | 3 et egen 1 fonction f admet done 


Er ^ 7 
pour primitives sur R — j- i les fonctions F, telles que 


1 
02 бан С 


1 =} Ki 
49) = Ae — 3 — 39730 — x9 dela forme — 3 UG) Arm 
avec f(3) = 1 — а, 
ph 
1 
-—+! 
pour primitives sur ]— 1. 1[ les fonctions F, telles que 


FQ = — VT= 4 C. 


* 
Une primitive de / f^ sur ]— 1, ILest = 2 V/f La fonction f, admet donc 


EXERCICES 


1. Trouver la primitive de f: х—— э® + 2x — 1 définie sur IR, qui s'annule 
pour х= — 1. 

2. Trouver la primitive def: x ——» 3 5а х 1 + À définie sur R*, 
qui s'annule pour x = 2. 


Trouver les primitives, en précisant les ensembles de définition, des fonctions f. 
telles que : 

з. ло) = G3 + x — 1. 

4 Го) = Оз +3 x + 1) G* + 1). 


E 
5/0 = Gp 
y = EE fon mettra f (x) sous la forme ax + b + С—С 
7. f (x) = cos x cos 3 x. 
8. f (X) = sin*x. 
9. f (x) = cost x. 


10. f (x) = sint x соѕ?х. 


11. f(x) = sint x соз?х. 


12. /(х) = E 
13. у(х) = Ven (ne 14%). 


b) Intégration par parties. 
Soit f et g deux fonctions dérivables sur [a , Б). On sait que l'on a sur [a, b] : 
Gg) —f'e + fe. 
Les fonctions f et g, étant dérivables sur [a , b], sont continues sur [a , В]. Si, de plus, les 
fonctions f' et g' sont continues sur [a , b], les fonctions f'g, fg', (fe = f'g + fe' sont aussi 
continues sur [a , Б] donc intégrables sur [a,b]. Si x € [a, Б), l'intégrale de (fg) sur 
[a , x] est donc égale à l'intégrale de f'g + fe’ sur [a, x] : 


[vosora= D aeng ror оа 
le premier membre peut s'écrire (cf. $ 5.6c) : [/() g (0/Е, on a donc : 
Uo eos [rosa ros oa 


ce qui permet de ramener le calcul de l'une des intégrales du second membre à celui de 
l'autre intégrale s'il est plus simple. Cette méthode de calcul s'appelle une intégration 
par parties. On peut énoncer : 


Théorème. 


Si f et g admettent des fonctions dérivées continues sur [a , b] on a pour tout x de 
[a.b] : 


| [ro ro a = ro swx ио оо a | 


En particulier, dans les conditions précédentes, on peut écrire pour x = b : 
S + 
[ror a meng | roroa 
Exemple. 
6. Calculons INS (x € IR). 
4 


Cette intégrale est de la forme [ro ed, avec f()=t et 8 (0) = sint. 


Faisons une intégration par parties en prenant /'() = 1 et 2 (0) = —cost (les 


fonctions f’ et g' étant continues pour tout x réel, on peut appliquer le théorème) 
NLIS и cos D — f^1 C cos D dr 
` o 


=— x cos x + [cos sr 
° 


= — x cos x + sin x 


Remarque : il en résulte que la fonction : x — x sin x définie sur IR admet pour 
primitives sur R les fonctions Е telles que 


F (x) = — x cos x + sin x + C (C constante réelle arbitraire). 
EXERCICE 


14. Calculer f x? cos x dx. 
D 


15. Soit l'intégrale L, — f cos"x dx (п € IN). En écrivant 1, sous la forme 
LA 


D 
ver une relation de récurrence entre Y, et L, s. 


cos"-ix cos x dx pour n > 1, faire une intégration par parties et trou- 


т 
En déduire (P cost x dx. 


` III. Applications 


Dans toutes les applications qui suivent (calcul d'une aire, d'un volume, d'une masse, 
d'un moment d'inertie, d'une distance, d'une quantité d'électricité, d'une énergie ou 
d'un travail), nous calculerons d'abord des intégrales de fonctions en escalier définies. 
sur un segment [a , b]. Ces intégrales nous conduiront, chaque fois, à définir l'aire, 
le volume, . . ., comme étant une intégrale d'une fonction f définie sur [а , b]. Cette 
intégrale étant la borne commune de deux ensembles d'intégrales de fonctions en 
escalier qui encadrent f, ces dernières intégrales pourront être des valeurs approchées 
par défaut ou par excès de l'aire, du volume, ... 


5. 8 CALCUL D'AIRES 


a) Notion d'aires. 
Soit une fonction constante f : x — k 2 0 sur [a,b] (а < Б) et la partie de 
IR? ensemble des couples de nombres réels (x, y) tels que 
a<x<b 
0<y<f@=Kk. 


Dans le plan affine euclidien E, rapporté à un repère orthonormé, cette partie de R? 
est représentée par un rectangle A que nous avons hachuré à la figure 6. 


Fig. 6 


Par définition, l'aire de A est Æ( A) = k (b — a). On peut aussi écrire 
s ; 
am = fresa [kic koo. 


Soit f une fonction en escalier positive définie sur [a, b] (a < b) et la partie de R? 
ensemble des couples de nombres réels (x, у) tels que 

a<x<b 

0<y<f(x, 


représentée à la figure 7 par un ensemble A que nous avons hachuré et qui est la réunion 

de rectangles. Nous dirons que l'aire Ж (A) de A est la somme des aires de ces rectan- 

gles c'est-à-dire que, y, ху, «ee, хь Ху, ee Xm Хоц Étant des nombres tels que 
Qum, de ... XX Xm RE рр Б 


et f prenant une valeur constante 2, sur chaque intervalle Jx; , xl (1 << л), 


: 
KOENEN 


Fig. 7 


EN 


Plus généralement soit f une fonction intégrable, positive sur [a, b] (a < b) et la partie 
de IR? définie comme précédemment par 

а<х<Ь 

0о<у</(х) 


et représentée par la partie A du plan que nous avons hachurée à la figure 8. Par défini- 
tion, l'aire de A est 


à 
ж) = | f) dx 


Fig. 8 


Puisque f > 0 sur [a , b], ona (cf. 85.4a) : (А) — 0. 

Ce nombre Ж (A) est la borne supérieure de l'ensemble des intégrales des fonctions en 
escalier positives qui minorent sur [a , b] (cf. $ 5.4, remarque) c'est-à-dire de l'ensemble 
des aires des parties associées à ces fonctions (fig. 9). Le nombre Ж (A) est aussi la borne 
inférieure de l'ensemble des intégrales des fonctions en escalier positives qui majorent 
f sur [a , b] c'est-à-dire de l'ensemble des aires des parties associées à ces fonctions 
(fig. 10). 


Fig. 10 


Y 


SS 


Nous pouvons ainsi associer à certaines parties du plan affine euclidien E, un nombre 
positif ou nul appelé aire de cette partie. On dit que ces parties sont quarrables. Nous 
admettrons les propriétés suivantes : 
Propriétés de l'ensemble Q des parties quarrables. 
1. Si A et. A’ sont deux parties quelconques de Q, on a 

AUA'EQ 

A—A'EQ 
par suite А п A' = A — (A — A’) et la partie vide 2 = А — A appartiennent à Q. 


D'une façon générale un ensemble C non vide de parties d'un ensemble E s'appelle un 
clan si et seulement si, quels que soient X et X' de C, on a 


XuX' ec 
x-xeG. 
L'ensemble Q des parties quarrables du plan affine euclidien E, est donc un clan. 
2. Si ^ est une partie quarrable quelconque, toute partie isométrique à A est quarrable. 


Propriétés de l'application & : А &——— (A). 


3. L'application Æ est une mesure définie sur d c'est-à-dire une application de Q dans R4 
telle que si A et A sont deux parties quarrables quelconques disjointes : 


(AU A!) = (A) + (4). 
Par suite on démontre que si A et A’ sont deux parties quarrables quelconques ` 
A (A U A) = (A) + (4) — «(An A) 
et que si A et A’ sont deux parties quarrables telles que A C A ona : 
A < AA) 
et le complémentaire de A dans A a pour aire Ж (A) — Ж (A'). 
On démontre aussi que : 
*(2)—0 
4. Si A est quarrable, toute partie A’ isométrique à A a pour aire Ж (А') = Ж (A). 
5. Si А est quarrable et si Ж (A) = 0, toute partie A incluse dans A est quarrable et 
(A) = 0. 
6. L'aire d'un segment est nulle. 


7. Le carré (ouvert ou fermé) de cóté 1 a pour aire 1. 


Remarque : vous connaissez d'autres exemples de mesure possédant les propriétés 3 
(la mesure des longueurs, l'application qui associe à toute partie d'un ensemble fini non 
vide son cardinal, une probabilité). 
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Exemples. 
1. Soit la fonction f : x 1 + y = sin?x définie sur IR. On peut écrire 
1—co2x 1 1 
ахла ры мө. 
y = sinx = 2 3 3 cos2x 
2x=X 

et en posant 
on a Y = — = соѕ X, ce qui montre que la représentation graphique de f est une 


2 
sinusoide représentée à la figure 11. Calculons l'aire Ж (A) de la partie hachurée ensem- 
ble des points M (x, ») tels que. 
0<х<т 
l0 c y < sin? х. 


= EN oma 
aa = [^ sitas = | Басса 
o 2 


e 
Äisch 
2 9 


sinza]" 
e 


On peut remarquer que € (A) est égale à l'aire du rectangle OABC (fig. 11). 


IN 


2 


Fig. 11 y 


2. Soit la fonction f : x i——» у= 2х +1 +а définie sur R*. 


On peut écrire pour tout x + 0, 
y =2х+ 1+ х?% 


р Е DGSE RE D 
E dëi 


212 


soit x car le discriminant est — 3 < 0. D'où le tableau de variation dans lequel on a mis 


le trinôme x? + x + 1 est du signe du coefficient de x? donc strictement positif quel que | 
les limites remarquables : | 
| 
| 


x | —œ 0 1 +оо 
e + SST ap | 
+оо || te +оо 
» ^ ^ 
—00 4 


On vérifiera que la droite D d'équation y = 2 x + 1 est une asymptote à la représentation 
graphique de f (fig. 12). Calculons l'aire A (A) de la partie A définie par 


e 


1 
2х+1<><2х+1+у 


Soit Ж (А,) l'aire de la partie A, définie раг 
lxx 


0<y<2x+1+ à 
et Æ (Ay) l'aire de la partie А, définie раг 


|1<х<2 
[0<у<2х +1, 


опа A= AU Ae 
done 2 (А) = Æ (A) + «€ (A9) — Æ (^ п A9) 


Р 1 
A п A, est k ite défini par | 
mais z est le segment de droite défini par}, ©"; 


(Ау) = Æ (A) + (А) 


dont l'aire est nulle donc : 


l'aire cherchée est 


A) = A) — (8) = fe Xie 2) 22-3 
sa) = f Ir, ++ ij – 0х 4 )] ах 
EICH 


b) Extensions de la notion d'aire. 


Soit E, le plan affine euclidien rapporté à un repére orthonormé, / une fonction inté- 
grable sur [a , b] et A l'ensemble des points М (x, у) tels que 


{xela,b] 
t yE, SON 
^ 
désignons toujours раг LIA le nombre || f(x) dx et étudions son signe, suivant le 


signe de f (x) et de la position relative des deux nombres a et b : 
Sif > 0 sur [а,Ь] et a< b, on a vu que 2 (A) = 0. 


À 3 

RESO aw [а, 51, ега В (А), = frena - -f го) d, 
К j 

Or Гозо done Æ (A) < 0. 

І " " 

SifszOsurla, 6] et a cb, «o | fG0dx- -Í L— f G9] ds, 


la fonction — f est positive sur [a,b] et a<b donc [лоо >0 par 
suite Æ (A) < 0. e 


Sif < O sur [a,b] et az b, А (А) = i Gem 
а 


LO de= [лола 


la fonction — f est positive sur [b,a] et b<a donc f. — f(x] dx > 0. par 
suite (А) > 0. 


vf a 
O| a bx ^O b Goes 
fzo f>0 
a<b a>b 
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Nous avons indiqué ces différents cas à la figure 13 en indiquant le signe de 


» 
Au Í го) dx. 


П en résulte qu'à toute partie A de E, de la forme précédente, on peut associer un nombre 
réel positif, négatif ou nul qu'on appelle aire algébrique de ^. Mais pour une méme 
partie A définie à l'aide d'une méme fonction f, le signe de cette aire algébrique 


change suivant que l'on: prend | SG dx ou f FC) ах, Nous dirons que ls nombre 
ë i 


d 
(А) = | f(x) dx est l'aire algébrique de A lorsque x varie de a à b (nous l'avons indiqué 


par une fléche rouge à la figure 13). Si f(x) garde un signe constant sur [a, b], par 
opposition, nous dirons que | Ж (А) | est l'aire géométrique de A. 


Si f est intégrable sur [a , b], supposons qu'il existe un nombre fini de points xy, X», ..., 
x, de [a , b] tels que / (x) garde un signe constant sur [a , ху], [x , хэ), ..., Doa ^l 
et désignons par Ау, As, . . ., ^, les parties de E associées. Soit A= A, U Ae. U An: 


D'aprés la relation de Chasles, 
d d 2 D 
f го) dx = Í LG dx + j SO dx + ... +f LG) dx 
n a D e 
c'est-à-dire que l'aire algébrique de ^ lorsque x varie de a à b sera 
Ж (A) = (A) + TEE ++... + 40) 


tandis que l'aire géométrique de А sera la somme des aires géométriques de А, Ay, . . . 
ае) |+ 149 |+... + 14591 


Exemple. 


3. Calculer l'aire algébrique 4 (A) de l'ensemble A des points M (x, у) tels que 
x€[0,22] 
y» € [0 , sin x] 

lorsque x varie de 0 à 2 x. 


Le 


Fig. 14 


Ji 
lil 


AC 


M 
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4@ = [sin x dr 


cos х8" = 0, 
ce résultat s’explique en remarquant que l’on a, d’après la relation de Chasles, 
Io хах= IR a Tas 
donc l'aire algébrique Ж (A) est la somme des deux aires algébriques opposées : 
4) — [7 sin x dx = [= cosa = 2 
et A 


cos л] = — 


L'aire géométrique de A est | Ж (A) |+ |-€(891— 4 


= jii sin x dx = 


EXERCICES 

On supposera, dans tous ces exercices, le plan affine euclidien, rapporté à un repère 

orthonormé. 

1. Calculer l'aire géométrique du segment de parabole ensemble des points M (x, y) 
tels que : 


{—a<x<a (@>0 


Soit A (a, 0), B (a, at), C (— a, а?), D (— a, 0). Montrer qu'elle est égale aux E de 
l'aire géométrique du rectangle ABCD. 


2. Calculer l'aire algébrique A 0) de l'ensemble des points M (x, y) tels que : 
Ges о> 


lorsque x varie de 1 à à. 


Calculer lim 40) , lim # Q). 
Ia yea 
3. Calculer l'aire géométrique de l'ensemble des points M (x, у) tels que : 
= 
cA 
0<х<1 
0 « y < sin x — sint. 


4. Méme question avec : 


5. Méme question avec : 


x—sinx<y<x 


Si l'unité de longueur sur les deux axes de coordonnées est 2 cm, calculer cette aire 
en om, 

6. Construire la parabole d'équation y = — x? — 2х + 3. Calculer l'aire géomé- 
trique de l'ensemble limité par cette parabole et les tangentes aux points où elle 
coupe x'x. 


5. 9 CALCUL DE VOLUMES 


2) Volume d'une pyramide. 


Fig. 15 


G 


Dans l'espace affine euclidien de dimension 3, soit un point S et un polygone P dont le 
plan ne contient pas S. On appelle surface pyramidale de sommet S et de directrice le 
contour de P l'ensemble des droites С passant par S et rencontrant le contour de P 
(fig. 15). Toute droite G s'appelle une génératrice de la surface et toute génératrice conte- 
nant un sommet de la directrice s'appelle une arére de la surface. L'ensemble des points 
de l'espace limité par le sommet S, la surface pyramidale et un plan II qui rencontre 
toutes les génératrices s'appelle une pyramide de sommet S. Le plan II coupe les arétes 
suivant les sommets d'un polygone qui est la базе de la pyramide. Nous supposerons 
connue l'aire B de la base qui est la somme des aires de triangles dont la réunion est 
la base. Nous supposerons que l'on connait également la distance 4 du sommet S au 
plan de la base. Cette distance s'appelle la hauteur de la pyramide. Soit un repère ortho- 
normé d'origine S, l'axe Sz étant perpendiculaire au plan II de la base et orienté de S vers 
le plan de base donc ce plan a pour équation z= A. (h > 0). Si l'on coupe cette pyra- 
mide par des plans parallèles au plan TI et passant par les points de Sz de cotes 21, Za 
^» Zis Zia -+ +» Zns Zns Гаа telles que 

0=n<z< << Zee 
les intersections sont des polygones 
d'aires S. Chacun de ces polygones est 
I'homothétique de la base dans l'homo- 


Xm 


thétie de centre S et de rapport 
l'ona 


(fig 16). Nous supposerons connue la 


KM 
D 3 
б Ei 
№ 
з 
d'où з= 32 
En menant par les sommets des diffé- 
rents polygones des paralléles à la droite 
SA par exemple on obtient des prismes А Ee 
formule donnant le volume d'un prisme. 
Chacun de ces prismes a pour hauteur 
Zi — Z; et pour volume T 
Batz — 2) 


з 
= Ga — 2) Fig. 16 


| 
| 
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Le volume de la réunion de сез prismes est. 


v3 
оу df — 22 


ia 


on reconnait l'intégrale d'une fonction en escalier définie sur [0 , A] et prenant une valeur 
з к з Р 

constante 73 z? sur chaque intervalle ]z;, z;,,[. La fonction f: 21— ра z? est conti- 

nue pour tout г réel donc intégrable sur [0 , A]. Par définition, le volume de la pyramide est 


REMARQUE b 


Еп considérant, de méme, les volumes de la forme W = 2 й zh (Zin — 2), on 
“= 

montrera que V est la borne supérieure de l'ensemble des nombres U et la borne 

inférieure de l'ensemble des nombres W (la fonction f est strictement croissante sur 

I0, ^] et la démonstration est celle du $ 5-3-b exemple 2). 


EXEROIOES 


1. On appelle tronc de pyramide à bases parallèles la partie de l'espace limité par une 
surface pyramidale et deux plans parallèles rencontrant toutes les génératrices. 
Calculer le volume de cette partie connaissant les aires 3 et M des deux bases paral- 
lèles et la distance H des plans де ces deux bases (distinguer deux cas). 


2. On appelle surface conique de sommet S et de directrice un cercle C, dont le plan 

ne contient pas S, l'ensemble des droites G passant par S et rencontrant C. La 
partie de l'espace limitée par 8, la surface conique et le plan du cercle C est un cône 
de sommet S et de directrice C. Calculer le volume de ce cône connaissant le rayon 
de C et la hauteur du cône (distance de S au plan de C). (Le volume d'un cylindre 
à bases circulaires de rayon К, et de hauteur Aç est RIA). 
La partie de l'espace limitée par la surface conique et deux plans П et IT’ parallèles 
au plan de C est un tronc de cône à bases circulaires. Calculer son volume connais- 
sant les rayons R et R’ des deux cercles d'intersection de П et П' et de la surface 
conique et la distance Н des deux plans П et I’ (distinguer deux саз). 


b) Volume d'une boule. 


Le plan (plan affine euclidien) étant 
rapporté à un repère orthonormé, soit f 
une fonction définie et positive sur [a , b] 
(a — b). Soit ^ l'ensemble des points 
M (x, у) tels que 

fa<x<b 

Lo<y<f® 
Soit C le cercle contenant M et d'axe 
Ох (fig. 17). Quand M décrit A, Pen- 
semble des cercles C est une partie D 
de l'espace. On dit que D est de révo- 
lution autour de Ox. On dit aussi que 
D est engendrée par la révolution de A 
autour de Ox. 


Cherchons à calculer le volume de la partie de l'espace limitée par une sphére de centre O 
et de rayon К, c'est-à-dire de la boule fermée ensemble des points M tels que OM < R, 
qui est de révolution autour de Ox. Son volume est le double du volume de la partie 
engendrée par la révolution autour de Ox de l'ensemble A des points M (x, y) tels que 


о<х<Е 
| 0 y c RI — xt 
l'ensemble des points M (x, y) tels que 
Ocx«R 
| у= VR 4 
étant un arc de cercle, ce cercle ayant pour équation x? + y? = R? (fig. 18). 


E 


[7 


Fig. 18 


2 
Pax. Xn Zei sf Z 


Soit xy, Xy, . хо Xost» Eu X44 des points du segment [O, R] tels que 
0=хҗ<з%<...<җ%<җ4<... << = К. 

Considérons les rectangles A, définis par 

X X xxx 

0 <y SVR? x 
l'ensemble engendré par la révolution de A, autour de Ox est un cylindre de révolution 
de rayon 4/R? — xj. et de hauteur ху, — ху, son volume est donc 

т (RE — фы) Очы — x). 


Le volume de la réunion de ces cylindres est 


PX МЫ) а-а) 

Gi 
on reconnait l'intégrale d'une fonction en escalier définie sur [O , R] et prenant une 
valeur constante т (R? — x?,,) sur chaque intervalle Jx; , zt. 
La fonction : x + x (R?— x?) est continue pour tout x réel donc intégrable 
sur [O , В]. On est alors amené à définir le volume de l'ensemble engendré раг la révo- 
lution de A autour de x comme étant le nombre 


R 
f. x (R? — х2) dx. 
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. 
Le volume de la boule limitée la sphére est donc 
v B р! Plus généralement, supposons que l'on connaisse une fonction f: Pi— р=/() | 
у—2 | «(82 Аз) 48 29 [e 3 qui associe à tout point P d'un corps un nombre н. > 0 qui est la masse spécifique volu- | 
^ mique ou superficielle ou linéaire en ce point, cherchons à calculer la masse M de ce 


— corps. Nous ne traiterons et proposerons que des exemples simples. 
3 Tout d'abord si f est une constante К > 0 pour tout point du corps, on dit que le corps 
ЕХЕНО! est Лоторёпе et, suivant le cas, | 
3. Calculer le volume de la partie engendrée par la révolution autour de Ox de б | 
l'ensemble A des points M (х, у) tels que : M= Уға я 2 Av, = kV (V volume du corps) 
0<x<r i=l del 
0< y < sintx ou 
4. Calculer le volume de la partie engendrée par la révolution autour de Oy de l'en- ^ A 
semble A des points M (x, у) tels es M- > кА, = К 2 AS,— kS (S aire de la portion de surface qui — | 
уча. constitue le corps) 
ou 


510 AUTRES APPLICATIONS DU CALCUL INTÉGRAL 


M=) käk = 
С 


D Mes тск v Al, = EL (L longueur de l'arc de courbe qui 
Т 


Supposons que l'on partage un corps en petits éléments de volume Av, et de masse Ат, constitue le corps). 
avec i décrivant (1, 2, . . ., n}, par exemple par des plans parallèles aux plans de coordon- Soit un corps assimilé à un disque de centre O et de rayon R (ensemble des points P 
nées. On appelle masse spécifique volumique moyenne de l'un de ces éléments le rapport d'un plan tels que OP < R). On suppose que la masse spécifique superficielle en un 
s point P quelconque du disque est proportionnelle à la distance du point à un diamètre 
н а déterminé du disque. Calculons la masse M de ce disque. 


Si А v, est suffisamment petit, nous dirons que p; est la masse spécifique volumique en 
un point quelconque de cet élément (une définition plus précise ne peut être donnée au ж y 
niveau de cette classe, car elle ferait intervenir une limite d'une fonction de 3 variables). 


La masse du corps est M — e NOR > ТУЛ 
{ = 
Cas particuliers : si on peut assimiler le corps à une portion de surface que l'on partage 
em n petits éléments d'aire AS, et de masse Am, on définira de même la masse spécifique 
superficielle moyenne d'un élément e 
Am, 

HT3S 

qui sera aussi 1а masse spécifique superficielle en tout point de cet élément. Si, enfin, 


оп peut assimiler le corps à un arc de courbe que l'on partage en п petits arcs de longueur 
Al, et de masse А т, la masse spécifique linéaire moyenne de l'un de ces petits ares est 


Dasz дхн E: 


Am i 
ш= KO Fig. 19 Fig. 20 
c'est aussi la masse spécifique linéaire en tout point du petit arc. Dans ces deux cas Choisissons un repère orthonormé de manière que l'origine soit le centre О du disque 


et l'axe y'y soit porté par le diamètre précédent (fig. 19). La masse spécifique superfi- 


particuliers, la masse du corps est respectivement d 
cielle en un point P (x, у) du disque est de la forme 


б ^ 
м= > roe У? RAS: и=К]|х| (К constante positive donnée). 
ier ii Еп raison des symétries évidentes par rapport à Ох et Оу, on peut se contenter de cal- 
D $ culer la masse de la partie A du disque ensemble des points P (x, y) tels que 
# M=) Am= У wal о<х<к 
il iei ree re 
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Soit les points du segment IO, R] tels que 
Ox «x <... «X X ga eee XO X = В. 

Considérons les rectangles A, (fig. 20) ensembles des points P (x, y) tels que 

Xi S X ху 

Oy « VR и 
l'aire de A, est 

AS, = VRE Sa Gua — x) 
sa masse est (en supposant que x;,, — x; est suffisamment petit pour que la masse spéci- 
fique superficielle u; soit la méme en tout point du rectangle) : 
Am, = AS, = Кх У Su Qua — x) 

la masse de la réunion de ces rectangles est 


А 
Улала У а бча — xd 


GI 
оп reconnait l'intégrale d'une fonction en escalier définie sur [О , R]et prenant une valeur 
constante k xs Y/R? — xj, sur chaque intervalle Jx; , xj. 


La fonction : x i—— kx 4/R? — d est continue sur [O, R] donc intégrable sur 
ce segment. La. masse de la partie A du disque est 


[кук 


x dx 


et la masse du disque est 
" ME n 
м=з], кх RE di = ak | ху xi dx 
о 
on реш écrire : x4/R? EE x (R? — х?)' qui est de la forme 


ОЙТ ave Ло) = ва a, 


ñ 23 
Sur [O , R] une primitive de f fen I ue 
2 
done 
12 
Е 
M= H кюз. 
EXEROIOES 


1. Un corps est assimilé à un segment de droite de longueur 2 /. On suppose que la 
masse spécifique linéaire en un point quelconque du segment est inversement 
proportionnelle au carré de la distance du point au milieu du segment. Calculer la 
masse de ce corps. 

2. Un corps est assimilé à un cercle de rayon R. On suppose que la masse spécifique 
linéaire en un point quelconque P du cercle est proportionnelle à la longueur de 
l'arc AP (A point fixe du cercle). Calculer la masse de ce corps. 

3. Soit une boule fermée de centre O et de rayon R. La masse spécifique volumique 
en un point quelconque de la boule est proportionnelle à la distance du point au 


centre О. Calculer la masse M de cette boule. (On considérera des sphères de centre О 
et de rayons Ry, Къ, ..., Ry, Кү, ..., Ry, Кд tels que 


0= В, cR, c. Bas Baue, < Ra < Ra Е. 


Si y = КОР est la masse spécifique volumique au point Р, la masse de la partie 
de la boule limitée par les sphères de centre О et de rayon К, et R,,, est : 


Am, KR; х An, 


Am, © КВ, 


Zem, — RD e kR, x S x 3 R? AR, 
en posant AR, = Ra — R). (On trouve M = KR). 


b) Moments d'inertie. 


Si un point matériel P de masse m est à la distance d d'un point O ou d'une droite A 
ou d'un plan II, on appelle moment d'inertie du point P par rapport au point О ou à 
la droite A ou au plan II le produit : md?. 
Supposons que l'on partage un corps en л petits éléments de masse A m, à la distance d; 
(supposée constante pour tout point de chaque élément) de О ou А ou т. Le moment 
d'inertie du corps par rapport à О ou A ou т est la somme : 

D атда} 


que nous écrirons simplement : E (Am) dẹ. 


L'espace (espace affine euclidien de dimension 3) étant rapporté à un repére ortho- 
normé, soit ху, уу, z; les coordonnées de l'un de ces éléments (assimilé à un point). Les 
moments d'inertie du corps par rapport à l'origine du repére, par rapport aux axes de 
coordonnées et par rapport aux plans de coordonnées sont respectivement : 
lo = E (A m) O? +3? + 2) 
=E (Ат) O? + 20 Lo, = E (Am) z 
lo, = E (Ат) (t + хф) Los = E (Ah) xt 
o, = E (Ат) Gt + 9D Lo, = E (A m) xf. 


On vérifie immédiatement que : 


Тоғ = Lo, + hos 
1 
оу + luos + Los = 5 (los + Toy + Io) = Ios + Iyos 


UE 


Nous allons calculer (ou proposer en exercices) quelques moments d'inertie fréquemment 
employés en Physique et en Mécanique. 


Exemple 1. Une barre homogène est assimilée à un segment de droite de longueur 2 /. 
On connait sa masse M. Calculons son moment d'inertie par rapport au milieu du 
segment. 
Choisissons un axe x'x porté par le segment, l'origine О étant le milieu du segment 
(fig. 21). 


——— > 
i Pi AQ) = 


Fig. 21 
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En raison de la symétrie par rapport à О, le moment d'inertie cherché est le double du 
moment d'inertie du segment [O , A] par rapport à О. Soit les points Р, (x1), Pa (xa), —— 
P, (xà, Pia (хуа), - + es Pr Deh Руа (хан) tels que : 
0о=хҗх<%<...<%<х4<...< XS X Xa 1 
La barre étant homogène, la masse spécifique linéaire y est constante en tout point de 
la barre. La masse d'un élément [P; , Р] est : 
Am, = и Ga — x) 
son moment d'inertie par rapport à O est : 
(Am) di c ө Gia — x0 X 
et le moment d'inertie de la réunion de ces éléments [P; , Ру] par rapport à О est : 


S à 
D @mo dt У вфат) 
Gi & 
on reconnaît l'intégrale d’une fonction en escalier définie sur [0 , /] et prenant une valeur 
constante p x? sur chaque intervalle Jx: x, La fonction : x 1— px? est continue 
sur [0, Д donc intégrable sur ce segment. Le moment d'inertie, par rapport à О, du 
segment de droite [O , A] est. 


d K yi EN I 


Le moment d'inertie de toute la barre par rapport à O est 
A 2 
2 | крш иги 
lo n 34 


La masse de la barre est M=ux21 


2 в ME 
donc es zur Arie у= 737 
Exemple 2. On donne une plaque rectangulaire homogène de masse M, dont les côtés 
ont pour longueur a et b. Calculons le moment d'inertie de cette plaque par rapport à 


l'un des axes de symétrie de la plaque. 


М 


Y 


Ё 


Fig. 22 


Considérons les points du segment [e K gd tels que 


a 
0= Xx X e XXX Xs XX XR m у 


Soit A, le rectangle (fig. 22) ensemble des points P (x, у) tels que 


Xi S X S Xin 


Keck 
ТБО 


son aire est ` 
b Gua — x). 
Si y est la masse spécifique superficielle constante en tout point du rectangle, puisque la 
plaque est homogène, la masse de A, est : 
Am,— p b (Xiz хд) 
et le moment d'inertie de A, par rapport à Oy est : 
(Am) xt = p b ia — xD А 


Le moment d 
01,2, 


inertie, par rapport à Oy, de la réunion des rectangles A, quand i décrit 
— n) est : 


nh Qua — X) 


qui est encore l'intégrale d'une fonction en escalier définie sur e i d et prenant une 
valeur constante y БАЎ sur chaque intervalle Jx; , ху. La fonction : x 1—— pbx? est 


: а н T 
continue sur ID y 3 donc intégrable sur ce segment. Le moment d'inertie, par rapport 


à Oy, de la partie définie par 


о<х<$ 
b b 
KH 
а dept 
t bx? dx = » [8] -3 
» J^ El ig 


Le moment d'inertie de la plaque par rapport à Oy est 

g 1 
1-2 pbx? de = bas. 

y 12 

La masse de la plaque est М = pab 

di ped а= Ба Ма, 

onc Іоу = ту vba = 15 uab а = 1, Ma. 

De тёте Los = 1 Mi, 
e ^ 
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Si Oz est perpendiculaire еп О au plan (хОу), le moment d'inertie d'un ensemble de 
points P, (ху, у) de masse А m, par rapport à Oz est 


E (Am) G1 + 9t) = E (Am) xt + E (А тд) yt 
donc le moment d'inertie de la plaque par rapport à Oz est : 


1 
1o, = Io, + lo, — 15 M (a* + b). 


EXEROICES 


4. L'espace affine euclidien de dimension 3 étant rapporté à un repère orthonormé, 
soit le pavé ensemble des points P (x, у, z) tels que : 


(оп dit encore qu'on a un parallélépipède rectangle dont les arêtes ont pour lon- 
gueurs а, b, c). On suppose que ce pavé est un corps homogène de masse M. Calculer 


les moments d'inertie du pavé par rapport aux plans de coordonnées. [on parta- 


gera le pavé en plaques rectangulaires d'axe Oz et d'épaisseur zi, — гу. On mon- 
trera que le moment d'inertie d'une telle plaque de masse M, par rapport au plan 


(x02) est 5 MÄ. avec M, = p ab (д — Sp étant la masse spécifique volu- 


mique constante en tout point du pavé. On calculera ensuite le moment d'inertie 
par rapport à (xOz) de l'ensemble de ces plaques et on déduira le moment d'inertie 


Lo, du pavé, Réponse : Lo, = 73 we 
Calculer les moments d'inertie du pavé par rapport à O, par rapport aux axes de 
coordonnées, 

5. Calculer le moment d'inertie d'un disque homogéne de rayon R et de masse M par 
rapport à son centre O, par rapport à un diamétre Ox (on partagera le disque à 


l'aide de cercles de centre О et de rayon В. Réponse : 1 = МЕ. Si Oy est un 


2 
ма", 


diamètre perpendiculaire à Ox, То = lo, + Joy = 210, d'où Ios = e 


6. Calculer le moment d'inertie d'un cylindre de révolution һоторёпе de rayon R, 
de hauteur het de masse М par rapport à son axe Oz (uitis des cylindres de 


M х) 


révolution d'axe Oz, de rayon R; et de hauteur /. Réponse : lo, 2 


7. Calculer le moment d'inertie d'une boule homogéne de rayon R et de masse M par 


rapport à son centre О, par rapport à un diamètre Oz (on partagera la boule à 


l'aide de sphères de centre O et de rayon R Réponses : lo = $ MR 


2 
=? wi. 


с) Vitesse et distance. 


Soit un point M animé d'un mouvement rectiligne sur un axe x'x muni d'un repère (О, 1). 
Supposons ce mouvement rectiligne défini sur un intervalle de temps I par l'équation 
horaire : х = f (f). On sait que la vitesse moyenne du point M entre les instants f, et fs 
SG) — f) 
fa — fy 
si elle existe, du rapport précédent, c'est-à-dire la dérivée de la fonction f au point ^. 
Inversement cherchons à calculer la distance parcourue connaissant la vitesse à tout 
instant. Considérons l'intervalle de temps I= [/ , Hl (f < (9) et des instants л, 15, 


fias c Ee asa бе Un, 15] tels que 
һ=й<%<... 


de I est et que la vitesse du point M à l'instant # est la limite au point л, 


SRE Mare ha 


Supposons que l'on ait une fonction g : f 1——+ v = g (1) en escalier définie sur 
[ts , ts] et prenant une valeur constante v, qui est la vitesse du point M sur chaque inter- 
valle Jr , €. Si le point mobile est en M, à l'instant /, et en M, à l'instant 1, on a 


ММ; = » Ge — 6) H Ve Os — +... + Va (na = Wa — 0), 


c'est l'intégrale de la fonction en escalier g définie sur [/ , fa]. 

Plus généralement supposons que l'on connaisse une fonction g : f ——— v= g (1) 
qui associe à tout instant £ de [f, , fj] un nombre réel v qui est la vitesse du point M à 
l'instant 1. Si g est intégrable sur [/ , f2], on peut définir la distance algébrique parcourue 
par M entre les instants г, et f comme étant l'intégrale : 


"s 
MM, = | КҮ 


t 
qu'on peut écrire Í v dt. 
H 


EXERCIOE 


8. La vitesse v d'un train est définie de la manière suivante sur l'intervalle de temps 
[0 , 10], les distances étant évaluées en km, les temps en mn et les vitesses en km/mn : 


s 0<г<1 


Jure? 
22129 | 
9«1-10 , 


Calculer la distance parcourue par le train entre les instants 0 et 10. 


d) Intensité et quantité d'électricité. 


Si l'intensité ; d'un courant électrique est constante pendant la durée Ar, la quantité 
d'électricité transportée par le courant est 


Aq— iA. 


Considérons l'intervalle de temps [^ , f]. (t < #2) et des instants й, fo -> -s А, Teo ss 


ths (а de [t 12] tels que 


As afaale tea = fn 


227 


228 
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supposons que l'on ait une fonction f : t X— i= f(t) en escalier définie sur 
[^ ; te] et prenant une valeur constante / qui est l'intensité du courant sur chaque inter- 
valle |, г. La quantité d'électricité transportée dans l'intervalle de temps [/ , tel, 
c'est-à-dire entre l'instant гу et l'instant #4, est 


de Gen 1), 


c'est l'intégrale de la fonction en escalier f définie sur [/ , #2]. 
Si l'on suppose maintenant que f : t = i= f (1) est une fonction intégrable sur 
[4 , fe), la quantité d'électricité transportée par le courant dans l'intervalle [r, , #] est 


H [уша 


: J^ idt. 
n 


Calculons, à titre d'exercice, la quantité d'électricité transportée pendant une alternance 
c'est-à-dire pendant une demi-période sachant que 


qu'on peut écrire 


4 


IER OCT o f. 


Si l'on désigne par T la période de ce courant alternatif, T = 


2 
F Gio 0)etona 


I т 

d d 
е], а= | L, sin ог dt 

4 ° ° 


wif fe VE 
а= 2 соз ог) = 28 


EXERCICE e 
9. Calculer la quantité d'électricité transportée par le courant précédent pendant une 
période. 
Puissance et énergie. 


Si la puissance P d'un systéme est constante pendant la durée А /, l'énergie qu'il fournit. 
pendant A г est : 
AW-PAt, 

Si l'on considère un intervalle de temps [4 , /5] et des instants tels que l'on ait 

С NET TR 
si Гоп a une fonction f : 1 —— P= f (t) en escalier définie sur [л , f4] et prenant 
une valeur constante P, qui est la puissance fournie par le systéme sur chaque intervalle 
14, fal, l'énergie fournie par le système dans l'intervalle [4 , #2] est 


м= Y Ra 


c'est l'intégrale de la fonction en escalier f définie sur [4 , 2]. 


Si l'on suppose maintenant que f : 1— Р = f (r) est une fonction intégrable sur 
(а, , fa], l'énergie fournie dans l'intervalle [4 , t] est 


ta 
м Гоа 


vi 
que nous écrirons encore w= | ‘ра. 
H 
Calculons, à шге d'exercice, l'énergie calorifique dépensée pendant une période T dans 
une résistance de mesure R traversée par un courant alternatif d'intensité i = I, sin o. 
On sait que la puissance calorifique est, à l'instant г : 
P= Ri? = RÉ, sinto f 


x 7 a [T1 соз 2wr 
D'où w= Í RE, sino г dt = RIZ, ——3——— dt 
D D 2 
a ft gier Lee 
s Nils — Edi RI, T. 
Remarque. 


L'intensité efficace I, est celle d'un courant continu qui, dans la méme résistance, pendant 
la même durée T, produirait la méme énergie calorifique. Cette énergie calorifique serait 
RET. On a donc 


Lem 
RET = 5 КЕТ 


5 
d'où = 3 
1 SEIS 
On a aussi J RET = f^ nit sinto rat 
, 
Оре 
donc DER f. E sintor dt 


D 


21 [па 

2-3 f na. 

оп voit que 12 est la moyenne de la fonction : £ »—— i? sur [O , T]. D'une façon 
générale, si f est une fonction périodique de période T et si f? est intégrable sur [O , T], 
la valeur efficace de la fonction périodique f est le nombre positif tel que son carré est : 


1[T d 
zl vor à 
ce qui n'est autre que la moyenne de /° sur [O, Т]. 


Exercice 
10. Entre deux points d'un circuit électrique il y a une différence de potentiel : 
у= V, Sin of 
et l'intensité du courant est. 
i = 1, sin (ot — 9). 
Calculer l'énergie mise en jeu pendant une période (on rappelle que la puissance 
IT, 
à l'instant £ est P = vi). Calculer la puissance moyenne 1. ^ vi dr. (Réponse : 
т 

cette puissance moyenne est V,l, созф, V, étant la différence de potentiel effi- 
сасе, I, l'intensité efficace, cos Ф s'appelle le facteur de puissance.) 
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f) Pression et travail. 


Soit, dans un cylindre, un gaz exergant sur un piston une pression constante p (fig. 23). 
Si S est l'aire de la base du cylindre ou du piston, la force exercée par le gaz sur le piston 
est 


Fig. 23 


> 
ч 


<-суйпаге Piston 


Si le gaz déplace le piston de A /, le travail fourni par le gaz est 
AW Fx А/ = р5 x Al pv, 


Ау = 5 x Al représentant l'accroissement de volume du gaz. 
Si l'on considère maintenant des volumes du gaz tels que l'on ait : 


п Cr ON CS a €» X num 


et si l'on suppose que la pression est une constante p, sur chaque intervalle Jv; , val, le 
travail fourni par le gaz est 


w- 2 pi Gin — 9 


c'est l'intégrale d'une fonction en escalier définie sur In. vj] et prenant une valeur 
constante p; sur chaque intervalle ]v, , vil. 


Fig. 24 Fig. 25 
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Fig. 26 Fig. 27 


Dans la pratique, la pression ne varie pas par « à-coups » mais d'une fagon continue 
c'est-à-dire que la fonction : v 1— —. p est continue sur [уу , уз]. Supposons v, < у, 


le travail W [ " p dv > 0 est un travail moteur, fourni par le gaz. Il est proportionnel 
à l'aire de la partie du plan que nous avons hachuré (fig. 24). Tandis que le travail 


w- { " pdy < 0 est un travail résistant, reçu par le gaz (fig. 25). 
Т 


Sil'ona fi> vip = f, (у) qui est une fonction continue sur [v, , va] 

et Ж: vi р = fa (v) également continue sur [v, , val, 

le volume du gaz augmentant de v, à v, dans le premier cas et diminuant de v, à v, dans 
le second cas, le travail fourni par le gaz est : 


o " " 
Be nde fd f nds [rar 
"^ D D “ 
d 
W= Î (Pi — pa) dv 


ce travail est proportionnel à la différence : aire (ABECD) — aire (ABFCD) (fig. 26) 
c'est-à-dire à l'aire de la partie hachurée limitée par la courbe fermée. On aura W > 0 
Si py > pa sur [vy , va] c'est-à-dire lorsque la courbe est décrite « dans le sens des aiguilles 
d'une montre » et on aura W < 0 si p; < ру sur [v; , val c'est-à-dire lorsque la courbe 
est décrite en sens contraire. 

Si le diagramme réel est représenté par la figure 27, comme c'est le cas d'un moteur à 
explosion à quatre temps, le travail fourni par l'agent thermique (ou gaz) est propor- 
tionnel à la différence des aires des deux parties hachurées puisque les deux courbes 
fermées qui limitent ces parties sont décrites en sens contraires. 


EXERCICE 


11. Le diagramme étant celui de la figure 27, la plus grande aire mesure 14 em, la plus 
petite 2 emt. En abscisses, 1 cm correspond à un volume de 200 ст?; en ordon- 
nées, 1 cm correspond à une pression de 0,5 kgp/cm*. 

1. Calculer le travail correspondant à ce diagramme. 

2. Le moteur contient 4 cylindres identiques et fait 40 tours par seconde (pour 
chaque cylindre il y a 20 diagrammes décrits par seconde). Calculer la puissance 
de ce moteur. 
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EXERCICES 


Propriétés des fonctions intégrables : ex. 1 à 4. 

Cas particulier des fonctions continues : ex. 5-6-55. 
Moyenne d'une fonction : ex. 7-8-9-10. 

Primitives déduites des primitives usuelles : ex. 11 à 33. 
Intégration par parties : ex. 34 à 38. 

Extensions de la notion d'intégrale : ex. 39-40-41. 
Calcul d'aires : ex. 42 à 46. 

Autres applications du calcul intégral : ex. 47 à 54. 


Propriétés des fonctions intégrables. 


5.1 Soit une fonction f intégrable sur [a , В]. Démontrer que si / est positive sur [a ‚ b] (c'est-à-dire 
que f (x) > 0 pour tout x de [a , b}), la fonction 


Fix — [on 
définie sur [a , b), est croissante sur [a , b). 
Démontrer que si f est négative sur [a , Б) (c'est-à-dire que /(х) < 0 pour tout x de [a , Б), la 
fonction F précédente est décroissante sur [a , b). 
5.2 Soit une fonction f intégrable sur [а , AL Démontrer que la fonction 


Fixe [rod 


définie sur [a , b), est continue sur [a , b]. 
(On montrera que, quel que soit « > 0, il existe @ > 0 tel que, pour tout x réel, on ait : 


Ix — x |< 8 — [FG — F (o) | < о). 


5.3 1° Soit ф une fonction en escalier définie sur [0 , a] (a > 0). Démontrer que la fonction : 
Cia à | Er 


définie sur [— a , 0] est aussi une fonction en escalier et que 
е à 
[joa - fec nas 
ў ү 


2° En déduire que si f est une fonction intégrable sur [0 , a], la fonction ` 
x — jf» 
définie sur [— a , 0] est intégrable sur [— a , 0] et. 
t T 
[ro = [iro mas 
` E: 


3» Démontrer que si f est paire et intégrable sur [— a , а), on a 


[rc dx = 2 [or 09 ds. 
49 Démontrer que si f est impaire et intégrable sur [— a , a] on a 
[rc ds o. 


Applications : calculer [ VET as || " paint x dx. 
P a 


5А 1° Soit q une fonction en escalier définie sur [a , В]. Démontrer que, pour tout A réel donné, la 
fonction : x ,—— Ф (х + A) définie sur [a — h , b — h) est aussi une fonction en escalier 
et que. 


[ооа fe + mds. 


2° En déduire que si / est une fonction intégrable sur [a , b], la fonction : x —> f(x + A) 
est intégrable sur [a — h , b — h] et 


joe - Ié + h) dx. 


3? Soit f une fonction périodique, de période P, intégrable sur IR. Démontrer que l'intégrale : 
[ron 


a une valeur indépendante du nombre réel а. 
Application : calculer Jes sin x dx 
Я 


(la fonction : x +———= sin* x est impaire, on utilisera aussi le résultat de la 4° question de l'exer- 
Cice précédent). 


= dt 
5.5 Soit la fonction Е: x »———* E Vn définie sur IR. Calculer F' (x) et F” (x) si ces nom- 
bres existent. 


56 1° Soit f une fonction continuesur (а, Б, «une fonction dérivablesur un intervalle I, « (D) c [a, b]. 
in 
Démontrer que la fonction F : vn [р f (t) dt est dérivable sur I et que Гоп a pour 
tout x de I : 


F' (х) = f le 09] X а (x). 
2° Soit f une fonction continue sur [a , b], х et B deux fonctions dérivables sur I, « (I) et В (D. 
«f ^ Fr) dt est dérivable sur I 
au 


étant inclus dans [a , b]. Démontrer que la fonction F : x + 


et que l'on a pour tout x de I : 
F' (х) = f [8 G9] X 8' (х) — fI GI] x а Q9. 


COR 

39 Application. Soit Е : x — f +2 TFP dt définie sur IR. Calculer F' (x) si cette 
та 

dérivée existe. 


5.7 Trouver la moyenne de la fonction : £ +— asinor (a > 0,0 > 0 donnés) sur ID 
sur ID ў El 
^ 


5.8 Trouver la moyenne de la fonction : x »——— 


x 
—— sur [0,1]. 


vire 


Р гү? 
59 Soit S, = G Es 
ñ LV 


ous 
in 


T |, n € IN*, la moyenne arithmétique des л nombres 


ы in — 1\2 " 
| ка ( _ | la moyenne arithmé- 


" 
nl - Montrer que S, et S; sont les intégrales de 


deux fonctions en escalier majorant et minorant la fonction f : x + 
déduire la limite de S, et de S; quand n — + оо. 


> x* sur [0,1]. En 
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Primitives déduites des primitives usuelles. 


Calculer, quand elles existent, les primitives des fonctions définies par (ex. 11 à 32) : 


541 /(х) = (х + DG — 3). 542 f (X) = G* + Ax* cxt — 1) Qu + 6x* + 1). 


+l, Eal 


5.13 /(х) = рахт 544 f(x) = VT zn 


1 


515 FO = V2x+1+ вав о) =*+х—1+ 1. 


Мх+$ E 
517 f% = SESCH вав ло) — 3999 x —sinx. 
343 3 
Блә ло) = ZS (on теша) sous ta forme s + gra): 
x+2 à 
5.20 ло) = dn (on écrira x + 2 sous la forme x + 1 + D). 
e 
521/() = (х + VET 1 


Veri c O= Gyver VAi 
(On calculera d'abord la dérivée de x ':— x+ vX? F I). 


5,22 f (x) = cos x cos 3 x cos 5 x. 5.23 f (x) — cos! x. 


5.24 f (x) = cos? x. 5.25 f (x) = sit 


x 


5.26 f (x) = cos? x sin x. 5.27 f (x) = cost x sin? х. 


528 f(x) = Pw 529 f(x) = г 
1 A 1 
530/00 = i ax " écrira f (х) = ee) 
2 


5.31 f(x) = 


532 f (x) = tg'x.. 


5.33 Soit n un entier naturel et f, la fonction définie sur ke, il par: 
= 


sin nx 


fe) = 


soc xc» 


sin x 


Ja © = n. 


19 Montrer que f, est continue donc intégrable sur [e ; Soit I, cette intégrale. 


2° Calculer I, — 1„. (on distinguera deux cas suivant que л est pair ou impair). 
3° En déduire I. 
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Intégration par parties. 
a 3 

534 Calculer L zz [x cos x dx. 
" ` 
á A 
Геза ха, Less 
А ‘ 


Plus généralement soit 


m 


З 
„= f x^ sin x dx 
` 


J, = f} cos x dx (ne N) 
D 


trouver des relations de récurrence entre ces intégrales. 


535 Calculer f ек2 4-1 + 1) sin tde (a et x réels quelconques). 


536 Calculer 1 = f" La 


asint 


[on suppose la fonction : t ›——— ~ continue sur [a , x] et on écrira I = Ji 


sint г 


on fera une intégration par parties] 


537 Soit, = f VT ze (ем). 


19 Par une intégration par parties, trouver une relation de récurrence entre I, et 1,1. 
2 Calculer I. 
3^ Calculer I,. 


? 
538 Soit, = [^ cos" x dx (ne IN). 


19 Par une intégration par parties, trouver une relation de récurrence entre Ip et Ip- 
(cf. $ 5.7 b, exercice 15). 

2 En déduire L, etl, (pe N). 

3° Montrer que 


Ipse nasi 
" 


Lo 
En déduire 
‹ (2.4.6... .2p} 
li moe  —— 
n. IL3S....Qp— DR Gp 1) 
Extensions de la notion d'intégrale. 


539 Calculer Е (x) 


` 
Let cn» 
1 


ge 
En déduire / = lim F (x). On écrira ak Í TM 
im. FG). On écrira alors (^^ c, 


dra 
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5.40 


5.41 


5.42 


5.43 


5.44 


5.45 


5.46 
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Calculer F (x) 


z Í Dr 
En déduire / — lim Р (х). On écrira alors 


e Leg 


Calculer F6) = {, S 1<x< 1) 
Й 


En déduire / 


lim F(x) et = lim F(x). On écrira alors 


Ew zaito 


Calcul d'aires. 


On suppose le plan (affine euclidien) rapporté à un repère orthonormé (ex. 42 à 46). 


Calculer l'aire de la partie du plan limitée par les deux paraboles d'équations : 
у=й—3х+3, у eine 
19 Étudier et représenter graphiquement la fonction 
іх xd it» 


2° Calculer l'aire algébrique Ж (à) de l'ensemble des points M (x, y) tels que : 


хез, 022 
х+1&ує</0) 
lorsque x varie de 3 à à. 


Calculer lim 40), lim 40). 
Em Anm 


1° Étudier et représenter graphiquement la fonction 


fixe 


2 
+345 


Placer la courbe représentant f par rapport à la parabole représentant la fonction: x 1—» 3 xê. 
2» Calculer l'aire algébrique 4 0) de la partie du plan définie раг 
хе, 00) 
3х%< у</(х) 
lorsque x varie de 1 à à. 
Soit | A 0) | l'aire géométrique, étudier et représenter graphiquement la fonction ` 
À ——9 | 4 0) | lorsque à varie de 0 à +00. 
Discuter, suivant les valeurs du paramètre m > 0, le nombre de racines à réelles de l'équation 


140] c m. 


Quand cette équation admet deux racines positives, trouver la relation indépendante de m qu'elles 
vérifient. 


Construire la courbe d'équation 
ay = xt (at — xà 


(on étudiera les éléments de symétrie et on calculera y еп fonction de x). 
Calculer l'aire de la partie du plan limitée par cette courbe. 


Soit la fonction f définie par 


fe) 
fe9-0 


Se D x 
—$ +29"; pour хє[0,4т], 
рош х>4т. 


19 Montrer que cette fonction est dérivable quel que soit x positif. Quelle est sa fonction dérivée? 
Tracer la courbe Г représentant cette fonction dans un repère orthonormé d'axes Ox et Oy. 
étant un nombre réel de l'intervalle [0, x], calculer 

/@т—а)+/@т-+ о). 
Quel renseignement cela fournit-il pour la construction de Г? 
2 Considérant la courbe Г comme le profil d'une montagne ой se dérouleront d'éventuels 
Jeux Olympiques, on construit un tremplin joignant le point D (0, + 5) au point А (+ 3, + 3) 
par un arc de parabole d'axe parallèle à Оу et tel que le coefficient directeur de la tangente 
еп A soit — 0,4. Montrer que le profil du tremplin est défini par 

45у = 4x! — 42x 225 

0<x<3 


3° On se propose de montrer que le tremplin ne perce pas la montagne. Dans ce but : 

a) Déterminer l'équation de la tangente T au profil de la montagne au point d'abscisse т. Situer 
le point А (+ 3, + 3) par rapport à cette tangente. 

b) Par le point A on mène la droite T' parallèle à T. Déterminer la position du tremplin par 
rapport à T’. 

4° Calculer l'aire de la surface comprise entre le tremplin et le profil de la montagne, d'une part, 
et entre les droites d'équations x = 0 et x = 3, d'autre part. 


On donne cos à = +01 et т = 3,14. 


(Bacc. D, Grenoble, juin 1969.) 


Autres applications du calcul intégral. 


Le plan ou l'espace (affines euclidiens) seront toujours rapportés à des repères orthonormés 
(ex. 47 à 54). 


5.47 Calculer le volume де la partie de l'espace ` 5.48 Calculer le volume de la partie de l'espace 


définie par : définie par : 
> 
“ко Lesen 
250 0<y<x+1 
es 0<:<3 
x+r+z<l " 


549 L'espace étant rapporté à un repère orthonormé d'axes Ox, Oy, Oz, soit l'ellipse d'équation 


cartésienne a * 5 = 1 (a > 0, b > 0 donnés) dans le plan (xOy). Calculer le volume de la 


partie D engendrée par la révolution autour de Ox de l'ensemble des points du plan (xOy) 
défini par 


Ке > 


Cas particulier ой a » 
Calculer le moment d'inertie, par rapport au plan (yOz), de la partie D supposée homogène et 
de masse M donnée. 


5.50 L'espace étant rapporté à un repére orthonormé d'axes Ox, Oy, Oz, calculer le volume de la. 


partie D engendrée par la révolution autour de Оу de l'ensemble des points du plan (хОу) défini 
par (en supposant а > 0 donné) : 


0<x<a 
Мх< у< Va. 


Calculer le moment d'inertie, par rapport au plan (xOz), de la partie D supposée homogène et 
de masse M donnée. 
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5,51 Soit un triangle ABC rectangle en A, les côtés ayant pour ongueurs a, b, c. On suppose que ce 
triangle représente une plaque homogene de masse M. Calculer les moments d'inertie de cette 
plaque par rapport aux droites (AB), (AC), (BC). 

5.52 Soit ^ une droite quelconque du plan (ou de l'espace) et A, la parallèle à A passant par le centre 
de gravité G d'un corps (si le corps est formé de n points Р, de masse m;, son centre de gravité 


ou centre d'inertie С est le point tel que У т, GP, = 0). On désigne par a la distance des droites A 


Т 
et As, par M la masse du corps, TA et Ta, les moments d'inertie du corps par rapport à A et à Ag. 
Démontrer que l'on a 


Ia = 14, + Ма? 
(théoréme de Huygens). On aura des théorémes analogues pour les moments d'inertie раг rap- 
port à un point ou un plan. 


Application. Calculer le moment d'inertie d'un disque homogène par rapport à une tangente 
(on utilisera le résultat de l'exercice 5 du $ 5.10 b). 


з уз 
5.53 Soit l'elipse d'équation À + 7; = 1. L'ensemble des points du plan limité par cette ellipse 


représente une plaque dont la masse spécifique superficielle џ en un point P quelconque est pro- 
portionnelle à la distance de P à l'axe Oy : 
wc k|x| (k constante positive donnée). 


Calculer la masse de cette plaque. 
5,54 Au cours de la traction d'une tige métallique, la force F est proportionnelle à l'allongement x : 


Е = kx (К constante positive donnée). 
Calculer le travail total W, lorsque l'allongement varie progressivement de 0 à x1. 


Sujet d'étude. 
5.55 1 Soit une fonction f continue sur [a , b] (a < H et positive sur ce segment (c'est-à-dire que 
f(x) > 0 pour tout x de [a , b]). On sait que [re dx > 0 (cf. $5.4 a). Démontrer que si f (x) > 0 
б 
en un point au moins de [a, b), on af Sa) dx > о. 


2 Démontrer que, pour toute fonction f continue et positive sur [a ‚ b] : 
К 
во <> (est 1a fonction nulle sur a, Ы). 


3° Soit fet g deux fonctions continues sur [a , b] et x un nombre réel quelconque. Mettre l'intégrale 
Ta ose cor dx 
sous la forme d'un polynôme en À, ordonné suivant les puissances décroissantes. 
En déduire l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 
[rosea] < [fro] | fe wa] 


4° Montrer que l'application л de l'espace vectoriel des fonctions continues sur [a , b] dans R,, 


nif nf) = VA 


est une norme. 
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6l Fonctions logarithmiques et exponentielles. 
Applications. 


La premiere section de ce dernier chapitre d'analyse est consacré à l'étude des 
fonctions logarithmiques qui sont des isomorphismes de (R$, X) sur (IR, +) et à 
e Е fonctions exponentielles qui sont des isomorphismes de (R, +) sur 
fx) 

Dans la section II, nous donnons quelques notions sur les équations différentielles 
et leurs applications en Physique et dans d'autres domaines. 

Nous indiquons enfin l'utilisation de la règle à calcul et de la table de logarithmes 
ainsi que quelques exemples de calcul numérique. Le principe de la règle à calcul 
et celui de la table de logarithmes sont fondés essentiellement sur l'isomorphisme 
de (R3, X) sur (R, +) qu'est la fonction logarithme de base 10. 


1. Fonctions logarithmiques et exponentielles 


6. 1. ÉTUDE D'UN ENSEMBLE DE FONCTIONS 


а) Probléme. 


Rappelons que si l’on a un ensemble E muni d'une loi interne T et un ensemble E’ muni 
d'une loi interne T’, on appelle homomorphisme f de (E, T) dans (E', T ') toute applica- 
tion f de E dans E telle que 

(Gs x)eEXE JG T хә = Л) T' f(x). 


Cherchons toutes les fonctions numériques f définies sur ]0 , +-oo[ telles que : 
. Pour tout x, > 0 et tout x, 0. 
а) Гоха) = / (ху) + f (xg. 
Une telle fonction est donc ип homomorphisme de (IR#, x ) dans (IR, +). 
La fonction f soit dérivable sur 10, --oo[. 


м 


Si f existe, supposons x, > 0 fixe et x, = x variable décrivant 0, --оо[. 
La relation (1) s'écrit alors 
fx) = f) + О) 
d'où par dérivation 
mi (хх) = /'(х), 
pour x = 1 on a 
xf'63) — f 0) 


e (О 
ло) 
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et pour tout x > 0, on peut aussi écrire 


"(т 
ло= 20 


k 
f'G)— i >» en posant k= f' (1). 
k 
La fonction f est donc une primitive de la fonction : x 1——= sur ]0, +-оо[. Or 


1 inté 
la fonction : х + est continue sur JO, Lol donc (cf. $ 5.3 b) intégrable 


sur tout segment inclus dans D. --оо[ et l'on peut écrire (cf. $ 5.6 b) pour tout 
x20: 


2k 
ло = fasc 


(C constante réelle). 
Si Гоп fait x,— 1 dans la relation (1), on obtient pour tout x, > 0 : 


Јо) = о) + /@) 
d'où 
f(0—0 


par suite C = 0. Donc, pour tout x > 0, ona 
го) = Є а 
e 
о го) =k [ è 1а. 


Réciproquement si Гоп a une fonction f définie раг (2) pour tout. х — 0, Kétant une 
constante réelle arbitraire, on peut écrire d’après (2), pour tout x 0 (cf. $ 5.6 b) : 


k 
(3) Re 
оп a aussi, pour ху > 0 donné et pour tout х > 0, en remplaçant x par x,x dans 
E 
Q: тч 
d'où 
e k 
Di uf (el = т 


il résulte de (3) et (4) que les fonctions : x vn f(x) et x :——— f(xix) défi- 
nies sur 10, -оо[ ont la méme dérivée pour tout x>0 donc (cf. $ 3.1 c) il 
existe un nombre réel C tel que pour tout. x 2 0 (x, > 0 est donné) ` 

fox) = О) + С; 
pour х= 1, on еп déduit 

Го) = 0) + C; 

d'après (2), /(1)—0 donc С= /(х) et Гоп a рош x,>0 donné et pour 
tout х>0: 

Гох) = f ху) + ЛОО), 
mais le raisonnement est vrai quel que soit le choix de х, > 0 donné, donc cette 
relation est encore vraie pour tout х,2> 0 et tout x» ou encore, en rempla- 
gantxparx, pour tout x,>0 ettout x,>0, on a bien la relation (1). 


Donc l'ensemble des fonctions сһегсһёез est l'ensemble des fonctions : 


définies sur 10, --оо[, k étant une constante réelle arbitraire. 
Pour chaque valeur de k, nous obtenons ainsi une fonction et une seule que nous dési- 
gnerons par fy- 

b) Formules. 


On vient de voir que pour tout ху > 0 et out x, 0 


а) Лох) = fe Оч) + к Оч) 


chacune des fonctions f, est un homomorphisme de (IR, x) dans (R, +). 


Plus généralement d x, xs, ...,x, sont des nombres réels quelconques strictement 
positifs, démontrons par récurrence que : 


[2] fe Оа х, n) = fa OD + fa G8) +... + f Оч). 


L'égalité est vraie pour п = 2 d'après (1). Supposons que Гоп ait : 
Le ба ха... хь) = / Ох) + f Gr) +... + fe Qa 


alors 


Sa баха... ха Xa) = f [б Ха... Xni) ха] 
= fy ба ха... хь) + f Gen) 
= Us бча) + fk Gg) +... H a ne) + f бы) 


on a donc bien (5). 
On a vu aussi que 


40)—0 


ce qui montre que l'image par f, de l'élément neutre de (R$, х) est l'élément neutre 
de (R, +). 
Quel que soit x > 0, 
1 
1= хх x 
в®=һ® + (À) 
1 
о=л+^(%) 


donc, quel que soit x > 0, 


^() 


ce ud montre que l'image par f, de l'inverse d'un élément quelconque de (R$, х) 
est l'opposé dans (IR, +) de l'image de cet élément. 


љо) 
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Quels que soient x, > 0 et х, > 0, 


(8) лоо +» (8) 


nÈ- -ra 


Si r est un nombre rationnel quelconque et х >> 0 quelconque, calculons fy (x). 
Tout d'abord, si n est un entier naturel non nul quelconque, faisons 
„=х>0 dans (5) : 


Jy x s x) m fe Q0 +R +... + Од) 


A=. 


donc : 
Л б") = nf, (х). 
Si n est un entier naturel non пш quelconque et х2 0 quelconque, on sait que : 


sn DIS 
LG = nf Их) 


d'où 
donc 
AD - 140. 


Si pet q sont des entiers naturels non nuls quelconques, on peut aussi écrire pour tout 
x20: 


к) n 9) 


1 
= r5 Q7) 
={^9 
Donc : 
Ween Maer Лб) = h. 
Si r e Q*, posons ғ' = — r. On a pour tout. x > 0 : 
1 
доол (5) = e 
—rf.G) 
rh. 
Sienfin r—0, рош tout х>0: 
É-1 
d'où 
Le @) = f, 0) = 0 
on à encore 


f, G9) = 0, 9. 
En résumé, on peut écrire : 


(те) (xeRY fon) = rf eo | 


6. 2 FONCTION LOGARITHME NÉPÉRIEN 


а) Définition. Interprétation géométrique. Formules. 
Étudions la fonction f, obtenue pour k — 1. 


Définition. 


On appelle fonction logarithme népérien la fonction : x — —- lk t dt définie. 
à 


sur 10, +оо[ c'est-à-dire la primitive de la fonction : х—— Lan 10,+со[ 


qui s'annule pour x = 1. 


Le mot « népérien » provient du nom de Neper (ou Napier), mathématicien écossais 
(1550-1617) à qui l'ont doit l'invention des logarithmes. On désigne la fonction loga- 
rithme népérien par le symbole Log. Pour tout x > 0, on peut écrire : 


*1 
Log x f dt 
at 


Dans le plan affine euclidien rapporté à un repère orthonormé (О, ?, /), la courbe repré- 
sentative Г de la fonction : x — définie sur R* est une hyperbole équilatére. 
Soit A et A les points d'abscisse 1 respectivement sur Г et sur x'x, M et M' les points 
d'abscisse x > 0 respectivement sur Г et sur x'x (fig. 1). Le nombre Log x = [ra 


est l'aire algébrique de la partie du plan A'M'MA, cette aire étant strictement positive 
ou strictement négative suivant que x > 1 ouque 0 < х < 1 (cf. § 5.8 b). 


243 


Les formules précédentes s'écrivent pour tout ху, xs, x strictement positifs et pour tout r 
rationnel : 


Log ху xa = Log xy + Log x 
Log!— 

1 
Log: = — Log x 


Log x" = r Log x. 


b) Isomorphisme de (R$, х) sur (R, +). 
La fonction logarithme népérien est dérivable donc continue sur JO, --oo[, sa dérivée 
1 5 б A 
en tout point x > 0 étant x 7» 0. Donc la fonction logarithme népérien est strictement 


croissante sur. 10, +oo[. 
Étudions les limites de cette fonction quand x tend vers +00 et quand x tend vers 0 à 
droite. Montrons tout d'abord que lim Log x = +00. 

eim 


Quel que soit х > 0 donné, pour avoir 
00] Log x >а, 
cherchons un entier naturel л tel que Log 2^ 2 а, il suffira alors de prendre x > 2" 
car, la fonction étant strictement croissante sur }0, +-co[, nous avons : 
Log x > Log 2^ > a 
et (1) sera vérifiée. 
Pour avoir Log 2" > a, il suffit que п Log2> Loga ou encore, en divisant les 
deux nombres de cette dernière inégalité par Log2 > 0 (car Log 2 > Log 1 = 0), 
Това 
que п> Tog? 
Donc quel que soit « > 0 donné, si l'on choisit l'entier naturel п de maniére que 
Logo 


8 
"2 Log? 


› nous pouvons écrire pour tout x réel : 
х> ——- Log x > Log 2 > a 
ce qui montre que 


lim Log 


arto 


+оо 


Pour étudier lim Log x, сһегсһопз à nous ramener à la limite précédente en posant 
EI 


1 
х= а donc Х = L Nous avons lim X = lim – = --oo. Pour tout x0 et 
X x m] 2++0Х 


par suite pour (ош X > 0, on реш écrire ` 


Logx— Logx— — Log X 
d'oà 
lim Log x — — lim Log X 
edo Seite 
dene 


lim Log x = —оо 
efe 


La fonction logarithme népérien est continue et strictement croissante sur 10, J-oo[, 


on DE Log х = —оо et lim Log x= +00, donc (cf. $ 1.11) cette fonction est 


une bijection de D. --oo[ sur ]—оо, 4-оо[. 

D'autre part on sait (cf. $ 6.1 a) qu'elle est un homomorphisme de (Rt, x) dans 
(R, +). C'est donc un isomorphisme (voir tome I). 

Nous pouvons donc énoncer : 


Théorème. 


La fonction logarithme népérien est un isomorphisme du groupe multiplicatif des 
E réels strictement positifs (77. x) sur le groupe additif des nombres réels 


Le tableau de variation de cette fonction est : 


x= 


rox || P dL Lm +оо 


On notera que pour tout x réel : 


x-1 <—> Logx=0 
x21 <—+ Log x 0 
O<x<1 <> Log x < 0. 


©) Représentation graphique. 


Puisque Log 1 = 0, la représentation graphique T de la fonction logarithme népérien 
passe par le point A (1, 0). La tangente en ce point a pour coefficient directeur la valeur 


nd 
de la dérivée x Pour x= 1 c'est-à-dire 1 (fig. 2). 


9) 


Fig. 2 
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Оп а vu que lim Log x = —оо donc уу est une asymptote à Г. Оп a vu que 
240 


lim Log x = оо, cherchons s'il y a une asymptote d'équation de la forme 


eem 


у= ax + 5. On est amené à étudier lim E (cf. 83.5 о). 


zem 


Nous avons эз Log х= +оо et Ve | х = +00, on ne peut en déduire immédiate- 
Logx 
ment la limite de la fonction : x ———- c quand x tend vers +00. 
Los Lo 
Pour x > 1, on a “ОЁ? > 0, montrons que lim 7 = 0 en majorant, pour x > 1, 
lox 


раг la valeur 9 (x) d'une fonction + ayant pour limite 0 quand x tend vers +00. 


"T 
A cet effet, on sait que Log x — І] T dt. 
1 


Quel que soit г > 1, on a 


Мї>1 


d'où 


donc (cf. $ 5.4 b) quel que soit x 


v 


c'est-à-dire 


donc quel que soit x > 1 


RTE 


ete X 


La courbe Г a une direction asymptotique de coefficient directeur а = 0. Puisque 
lim (Log x — a x) = lim Log x = +09, la courbe admet une branche parabolique, 


sei 


la direction SE étant celle de Ох (cf. $ 3.54). 


4) Application. 
Étudions Jim. x Log x. Nous avons lim x — 0 et lim. Log x = —оо, on ne peut en 
E 
dédakce:kamédistement Ja: mite, dej ja fonction Е C cx Log x quand x tend 


vers 0 à droite. Cherchons à nous ramener au cas précédent en posant x — H donc 


i 1 
= = Nous avons lim X = lim ~- = --oo. Pour tout x > 0 et par suite pour tout 
zeto sn 


x a on peut écrire : 


d'où 


EXERCICES 


Chercher si les fonctions suivantes ont une limite et donner, s'il y a lieu, la valeur de 
cette limite : 
1. lim 205 


at 


(pe IN*, qe IN). 
H 
2. lim ai Logx (pe IN*, qe N*). 
Ei 


3. lim 


- 


(Log x} 
E 


4. Former le taux d'accroissement de la fonction Log entre 1 et 1 + A. En déduire 
lim LEO + 9) 
Ee e 


po 


En déduire : lim x Log ( +3 
e x 


: x 
Ei dry d 
5. Démontrer que si fest dérivable en x, et si f(x) # 0, la fonction : x +—+ Log|/(x)| 
est dérivable en xy, sa dérivée en ce point étant 5 A7 Ce nombre s'appelle la 
dérivée logarithmique de la fonction f au point xy. 
Si f et g ont des dérivées logarithmiques en ху, calculer les dérivées logarithmiques 
en xy, si elles existent, de : 


fü £, у" (r rationnel donné). 


Calculer la dérivée logarithmique puis la dérivée, quand elles existent, de la fonction 


NSL 
"Ger 
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6. 3. FONCTION LOGARITHME DE BASE a 


6. Si f est dérivable et ne s'annule pas sur un intervalle I, une primitive quelconque, 
sur I, de la fonction g : х! o0 estla fonction G :x ›——= Log| 9 |-- C, 
C étant une constante réelle arbitraire. 

Application. Chercher les primitives, en précisant les ensembles de définition, des 
fonctions g telles que : 


E 
8@ = 17 9 = ee 


1 +2 +3 


ыг écrira sous la f TE * cy] 
£6 = SE [won rira sous la forme ax = 


во) = шх, g(x) = cotg x. 


a) Définitions. Formules. 
Étudions maintenant les fonctions de la forme (cf. $ 6.1 a) 
faix [а= k Log x 
(k constante réelle arbitraire). 


Si l'on se donne fy donc k, cherchons dans IR$ les solutions de l'équation : 


a) љо = 
Pour tout x > 0, 


(4) <—> k Log 1 
Si К = 0, (1) est impossible 


1 
si k 5 0, () => Lox =} 


Cette dernière équation admet une solution unique dans IR$, puisque la fonction ` 


e 1 
X (——— Log x est une bijection de ]0, --oo[ sur ]—oe , --oo[ et, puisque К Æ 0, cette 


solution est différente de 1. А 
Inversement si l'on se donne un nombre a strictement positif et différent de 1, soit 


= L, il existe une fonction et une seule définie sur 10, +оо 
Log a 
Log x dë 
hix klogx— pora 


et telle que f, (a) — 1. On notera que k — Ds 2*9 


Conclusion : au lieu de définir une fonction f, par la donnée du nombre réel k, on peut 
la définir par la donnée du nombre réel a, strictement positif et différent de 1, d'image 1 
par fs. Seule la fonction f, correspondant à К = 0 n'est pas obtenue ainsi. La fonction 
fo est la fonction пше: x ——— 0 définie sur 10 , --оо[, nous exclurons ce саз. 


Définition. 
Étant donné un nombre réel a strictement positif et différent de 1, on appelle fonction 


logarithme de base a la fonction : x i—— au définie sur ]O , +оо[. 


On la désigne par le symbole log,. Pour tout x 0, ona 


Logx 


log,x — Toro 


le nombre log, x se lit « logarithme de base a de x » et on notera que 


dans la base considérée le logarithme de la base est toujours égal à 1. 


En particulier, la base de la fonction logarithme népérien est le nombre que l'on désigne 
par e tel que Log e — 1. 

Rappelons que la fonction logarithme népérien est une bijection de ]0 , J-oo[ sur 
]—9e,-Foo[ donc ce nombre e existe et il est unique. 


Définition. 
Le nombre e est le nombre réel tel que Log e = 1. 


Puisque Log e > 0, оп а e 1 (cf. $ 6.2 b). On démontre qu'une valeur approchée, 
à 10-5 prés par défaut, de e est 2,718 28. 

Un autre cas particulier important est celui correspondant à la base а = 10. 

La fonction obtenue s'appelle la fonction logarithme de base 10 que l'on représente 
simplement par log. Pour tout x > 0, on a : 


log x = 28 = M Logx |, 


Tos T 


en posant M = пи 10 La valeur approchée de M à 5.10-* prés est 0,434 29. Le nombre 


log x s'appelle le logarithme décimal de x. Il existe des tables donnant des logarithmes 
décimaux, elles sont utilisées dans les calculs numériques. Nous en verrons l'usage 
plus loin. 
Avec ces nouvelles notations, les formules données au $ 6.1 b) deviennent dans une base 
quelconque a strictement positive et différente de 1, pour tout x, xs, x strictement 
positifs et pour tout r rationnel : 

log, x, xy = log, x, + log, xs 

log, 1 = 0 


уез 
log, = = — log, x 


log, 21 = log, x, — log, xs 
Xa 
loga x" = r log, x. 
exercices 


1. Les nombres a et b étant strictement positifs et différents de 1, démontrer que pour 
tout x > 0 : 


log, x = log, Х log, x. 


2. Démontrer que, quels que soient a, b, c, d, 
ona 


[strictement positifs et différents de 1, 


log, b X log c X log, d X ... X logia = 1. 


249 


250 


3. Comparer 


log, x et log 1. 


4. Résoudre dans R 
log (2 x — 5) + log (3 x + 7) = 4 log 2. 


5. Simplifier 


log, 16 х log, 4/27 
log, 8 


b) Étude de la fonction logarithme de base a. 


On sait que la fonction logarithme népérien est continue et strictement croissante sur 
10 ,+c[ donc la fonction 

Logx 

Loga 

est continue sur JO, --oo[ comme étant le produit d'une fonction continue par une 
constante et elle est (cf. $ 3.1 b) strictement croissante ou strictement décroissante sur 
10, --оо[ suivant que Іова > 0 ou Іова < 0 c'est-à-dire suivant que a 1 
ou 0<а<1. 


loga: x —— log, x= k Log x = 


1 
P 2-1, lim 1 —.——, lim Logx= 
eine buc Bate pie AER 
DUREE rop eg 
Pour 0<a< 1, lim log, x = + 
lim loga x = —oo 
A 


d’où le tableau de variation : 


а>1 0<a<1 


x 0 1 а +оо х 0 a 1 +00 


log, x wl pode" Іов, х ENAN 


Il en résulte (cf. $ 1.11) que la fonction log, est une bijection de 10, +oo[ sur 
1-00 ,+oof. Comme on a pour tout хү>0 ettout x,70: 


log, ху Xa = loga xy + Пов хь 


la fonction log, est encore (cf. § 6.2 b), comme la fonction logarithme népérien, un 
isomorphisme de (R$, x) sur (R, +). 

Log x 
Loga 


La dérivée de la fonction log, : x :—— log, x = en tout point xc 0 


est 
ŒLogx) — 1 
Loga  xLoga 


(log, x) = 


6. 4. FONCTION EXPONENTIELLE DE BASE а 


Donc que que soit a donné strictement positif et différent de 1 et en tout point x réel > 0 


1 


(log, х) = тора 


LA 


Fig.3 D 


La représentation graphique Г, de la fonction log, est indiquée à la figure 3. 


EXERCICE 


6. Quelle est la transformation qui associe à Г, la courbe T? (considérer les points de 
Г, et Гу de même abscisse). 


Cas particulier des courbes Г, et Гу. 


a) Définition. Formules. 


Si a > 1, on а vu que la fonction log, est continue et strictement croissante sur ]0 , 4-oo[, 


lim 108, х = —оо, lim 1ор х = --oo donc (cf. $ 1.11) elle est une bijection de 
2+0 eem 


0, --оо[ sur ]—oe,--oe[ et elle admet une fonction réciproque qui est une bijec- 
n continue et strictement croissante de ]—оо , -оо[ sur 10, +-оо[. 
Si 0 — a < 1, la fonction log, est continue et strictement décroissante sur 0, --оо[, 


lim log, x = +00, log, х= —оо donc elle est une bijection de 10, --oo[ 
E = 


sur ]—оо, --оо[ et elle admet une fonction réciproque qui est une bijection continue 
et strictement décroissante de ]—oo,--oo[ sur ]O,-oe[. 


Définition. 


Étant donné un nombre réel a strictement positif et différent de 1, on appelle fonction 
exponentielle de base a la fonction réciproque de la fonction logarithme de base a. 
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Nous désignerons la fonction exponentielle de base a par le symbole exp,. On a donc : 


а) UxeR) q»e5 у= ехрах «—- х = 108, у | 


le nombre exp, x se lit « exponentielle de base a de x ». 

Des formules données sur les logarithmes (cf. $ 6.1 b et $ 62 а) nous allons déduire 
des formules sur les exponentielles. 

Quels que soient x, et x, réels, il existe yy > 0 et уз > 0 uniques tels que : 


X = XPa X 

Ya = EXPe Xe 
c'est-à-dire tels que : 

ху = loga y1 

ха = Іова Ys 
ог 

Xp Xe = log, уу + loga Ya = loga У Y» 

dene 


эуз = expa (ху + xy) 
c'est-à-dire, quels que soient x, et xy réels : 


ехр„ ху X exp, xy = exp, Dn + x) |- 


Puisque la fonction exponentielle de base a est une bijection de ]—оо, 4-оо[ sur 
10,+oo et puisqu'on a la formule précédente quels que soient x, et ху réels, nous 
pouvons énoncer : 


Théoràme. 


La fonction exponentielle de base a est un isomorphisme du groupe additif des nombres. 
réels (IR, +) sur le groupe multiplicati des nombres réels strictement positifs (R$, x). 


Plus généralement on démontrera de la même façon que quels que soient xy, хь, . - 
réels : 


LA 


EXPa X, X EXPa Xa X ... X EXPa Xn = EXPa (X1 + Xa +... + ха). 
Il résulte de l'équivalence (1) que puisque log, a = 1, on a donc 


expl = a 
exp 0 =1 


ce qui montre que l'image par cet isomorphisme de l'élément neutre de (R, +) est 
l'élément neutre de (R$, x). 
Quel que soit x réel, il existe y > 0 unique tel que 


et puisque log, 1 — 0, on a donc 


у= expa X 
c'est-à-dire tel que 
x= log, y 
1 
or —х= — loga y = log 
1 
donc = у=; 


c'est-à-dire, quel que soit x réel : 


BC eI 


ce qui montre que l'image de l'opposé d’un élément quelconque de (R, +) est l'inverse 
dans (R$, х) de l'image de cet élément. 
Il en résulte que, quels que soient ху et x, réels, 
exp, ху 
EXPa х2 


EXPa Xi _ "mn 
SS mein — x) 


= exp, ху X exp (— х) 


Quel que soit x réel, il existe y — 0 unique tel que 


у= exp, x 
х= loge y, 
si r est un nombre rationnel quelconque nous aurons 
rx = rlog, y = log, y" 
donc exp, (rx) = у" 
c'est-à-dire 


"re (xe) expa (rx) = (exp, x)" | 


b) Nouvelles notations. Conséquences. 
1. Pour x = 1, cette dernière formule s'écrit, quel que soit ғ rationnel : 
exp, г = (exp, 1)" 


оп a vu que exp, 1 = a donc, quel que soit r rationnel : 
exp, r = а". 


Nous sommes alors amenés à poser, par convention, pour tout a strictement positif et 
différent de 1 et pour tout x réel : 


а |. 


Les formules précédentes s'écrivent alors pour tout nombre a strictement positif et 
différent de 1, pour tout ху, xs, x réels, pour tout r rationnel : 


а® а® = qnem 


REMARQUE 
1. Pour tout r rationnel, on sait que 1” = 1 donc, par convention, pour tout x réel оп 
écrira EST 
et les formules précédentes sont encore vraies pour a — 1. 
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2. Les formules que l'on vient de trouver sont les mémes que celles relatives aux puissances 
d'exposants entiers ou rationnels. Cherchons encore de nouvelles extensions de ces 
formules. 

On sait que, pour tout a strictement positif et différent de 1, pour tout x réel et pour 
tout y > 0 : 


donc en remplaçant y par exp, x = а“, on a pour tout a strictement positif et différent 
de 1 et pour tout x réel (et non plus seulement rationnel) : 


Q Loga* — xLoga 


ou encore 
o а = eier |. 
REMARQUES. 


2. Ces deux formules sont encore vraies pour a = 1 puisque 1* = 1 pour tout x réel 
(cf. remarque 1 précédente). 

3. Soit la fonction logarithme de base a, pour tout x > 0 et tout ж réel on peut écrire : 

Log x* Logx 


lk = posa “Това 


d’après (2), 


donc pour tout x > 0 et tout « réel (et non plus seulement rationnel) : 


log, x* = а log, x. 


On démontre alors les formules sur les puissances, quels que soient a > 0, b > 0, 
Xy, Xa X réels : 


(а^) — ач 
(ab* = a” b” 
0-6 


on montrera, pour cela, que les logarithmes népériens des deux membres de chacune 
de ces égalités sont égaux. 


Simplifier les expressions suivantes : 
List fi tmt, 


3, tt Log Ve. 4. log, Пов, at]. 
c) Étude de la fonction exponentielle de base a. 
Supposons a > 0 et a 1. La fonction log, étant continue et strictement monotone 


sur JO, --co[, ona vu (cf. $ 6.5 a) qu'elle admet une fonction réciproque qui est la fonc- 
tion exponentielle de base a continue et strictement monotone sur ]—oo , +oo[. 
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Du tableau de variation de la fonction loga, on peut déduire celui de la fonction expa 
(cf. 81.1) : 


sia >1 
x о 1 а +оо x|—o 0 1 +оо 
d'où 
log, x о о 71 +оо e o 1 a Къо 
510 <а<1 
x |0 udo жю. 0. а. 5 
d'où 
log, х 4o V1 No Nc “|+ NN a 0 


Pour tout x réel et tout y > 0 : 


at 45 x = loga Y 


х= LORD 
^ Loga 
ivée de la fonction : LOE? a point y > 0 est——— (cf. $6.4 b) donc 
la dérivée de la fonction : y 1——9 prs au point y > 0 est po (c. 86. 


la dérivée de la fonction réciproque : x '———- a” au point correspondant est 


—— = y Log a = a* Log a. 


y Loga 


Remarquons que si a = 1 la dérivée de : x ——> 1 = 1 au point x réel quelconque 
est aussi 0 = 1# Log 1. Donc quels que soient a > 0 donné et x variable réelle : 


(a?) = a Loga |: 


En particulier si a = e, la fonction exponentielle de base e s'appelle simplement » la 
fonction exponentielle » sans précision de la base (évidemment on précisera la base 
s'il peut y avoir ambiguïté). 

Sa dérivée en tout point x réel est 


(ey-e 


donc la fonction exponentielle est égale à sa fonction dérivée. 
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Dans un méme repére orthonormé, la représentation graphique C, de la fonction exp, 
зе déduit (cf. $ 1 1.7 d) de celle de sa fonction réciproque log, par symétrie par rapport 
à la premiére bissectrice du repére (fig. 4). 


M 


о<а<1 


Fig. 4 


у 
EXERCIOE 


5. Quelle est la transformation qui associe à C, la courbe C,'? (considérer les points de 
C, et Ca, de méme ordonnée). Cas particulier des courbes C, et C,. 


Puisque la représentation graphique de la fonction logarithme népérien admet une 
branche parabolique, la direction asymptotique étant celle de Ox (cf. $ 6.2 c), en raison 
de la symétrie par rapport à la première bissectrice du repère la représentation graphique 
de la fonction exponentielle admet une branche parabolique, la direction asymptotique 
étant celle de Oy. 


Donnons une démonstration plus rigoureuse de ce résultat. 


7 Sch $ e 
Étudions lim — Nous avons lim e = +00 et lim x = +00, оп ne peut en déduire 
em 


eem este 
` á limi, i e 
immédiatement la limite de la fonction : x »——^ X quand x tend vers +00. 


Cherchons à nous ramener à une fonction connue en posant x — Log X donc 


X = е". Nous avons lim X = lim e? = +00. Pour tout x réel et par suite pour tout 
arto se 
X >> 0, on peut écrire : 
e x 
x LogX 


d . LogX 
on sait (cf. $ 6.2. с) que lim E = 0, d'autre part pour X > 1 on a ex >0 
xen 


х 
donc lim — = +0. 
го ЭА, 


е n 
а ттр 


ce qui montre que la courbe représentant la fonction exponentielle a bien une branche 
parabolique, la direction asymptotique étant celle de Oy. 
Nous allons en déduire lim xe”. Nous avons lim х = —оо et lim е^ = 0, on ne 


peut en déduire immédiatement la limite de : x —— xe” quand x tend vers —oo. 
Cherchons à nous ramener au cas précédent en posant x — — X. Nous avons 


lim X = lim (— x) = +00. Pour tout x réel et tout X réel : 


d'oà 
lim xe? = — lim + 
prar хее € 
donc 
lim xe? = 0 |, 
ExERCICES 
Chercher si les fonctions suivantes ont une limite et donner, s'il y a lieu, la valeur de 
cette limite : 
6. lim E  (peN*geiN* (оп posera er = x! 
„= 
lim Leite (ре N*,qe N’). 


8. Former le taux d'accroissement de la fonction exponentielle entre 0 et A. En déduire 
а 
sc 
“1 


es 
En déduire lim —— 
zs À 


9. Si f est dérivable sur un intervalle I, une primitive quelconque, sur I, de la fonction 
gixi— е'® x f' (x) est la fonction G : x 1——— ef” + C, C étant une 
constante réelle arbitraire. 


Application. Chercher les primitives, en précisant les ensembles de définition, des 
fonctions g telles que : 


» го = баен. 


>» £9) = (sin 2 х) enz, 
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в. 5. сомари ес (хє Н). FONCTION COMPLEXE D'UNE VARIABLE 
LL 
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а) Définition. Formules. 


Nous avons défini le symbole a* pour a réel strictement positif et x réel et nous avons 
montré que les formules sur les puissances d'exposants entiers ou rationnels s'étendent 
aux nombres de la forme a* (cf. $ 6.5 b). On peut se demander alors si l'on peut définir 
un symbole tel que е ou а avec z complexe. Conformément au programme, nous nous 
bornerons à définir le symbole e** pour x réel. 

Soit un nombre complexe quelconque de module І. On peut l'écrire sous la forme 
cos x + sin x, xétant un nombre réel quelconque. Par définition, nous poserons : 


DN (xe) | е cos x + 


dn x 


La formule (1) est bien vérifiée pour х = 0 car e'x9 = е0 — 1 et cos 0 + isin 0 = 1. 
On sait qu'il existe un homomorphisme surjectif de (IR, +) sur le groupe multi 
nombres complexes de module 1 (voir tome 1). Quels que soient x et x' réels on a : 


(cos x + i sin x) (cos x’ + i sin x') = cos (x + x") + i sin (x + x) 


cette égalité peut s'écrire avec la définition (1) : i 
git gt! — ейте", | 
quel que soit x réel, on sait que : і 
i 
1 Sé 
eerst KE 
Ee 


ce qui peut s'écrire d'aprés (1) : 


quels que soient x et x’ réels : 


cos x + i sin x Bet? ў 
сока ee 
ce qui s'écrit d’après (1) : 


др = е-е, 


Quels que soient x réel et n entier relatif, la formule de Moivre : 
(cos x + i sin x)" = cos nx + i sin nx 

peut s'écrire d'aprés (1) : 
(ey 


Tout nombre complexe écrit sous forme trigonométrique z = r (cos « + i sin а) peut 
s'écrire sous la forme : 


ez, 


rein 


appelée forme exponentielle d'un nombre complexe. Cette forme exponentielle est 
commode, car nous voyons que les formules trouvées précédemment ne sont autres que 
les formules connues, et d'un emploi pratique, sur les puissances. 


EXERCICES 


1. Démontrer que Гоп a, pour tout x réel, les formules d’Euler 
ei + ec 
2 


En déduire la linéarisation de cost x et sin* x 


Ge 


cos х = sin x = 


[s mettre sous la forme Уа соз kx + by sin w| 


2. Simplifier ` 
cosa + isina + cos B + isin B 
1 + cos (x + B) + isin (x + Б) 

(a et B réels). 


b) Fonction complexe d'une variable réelle. 


Une fonction complexe d'une variable réelle est une application de IR (ou une partie 
de R) dans C. 

Si F est une application de D (D C IR) dans C, à tout nombre x de D correspond un 
nombre complexe F (x) = f (x) + ig (x); les fonctions : x ›— f(xetx + 2) 
sont des fonctions numériques définies sur D. 

Réciproquement la donnée de f et g, fonctions numériques définies sur D (D € IR), 
détermine une application de D dans C : 


x ——— FQ) = /(х) + ig (х). 


On sait (voir tome 1) que С est un espace vectoriel de dimension 2 sur le corps des réels 
et qu'il est commode de le munir de la norme euclidienne qui associe à tout nombre 


complexe z = a + ib le nombre ү/а + b? qui n'est autre que le module de z. Donc toute 
fonction complexe d'une variable réelle est une fonction vectorielle et tout ce qui a été dit 
sur la continuité, les limites, les dérivées de fonctions vectorielles s'applique aux fonctions 
complexes d'une variable réelle. 


Exemple. 


Soit Е : x &— — f (x) + ig (x) définie sur D (D C R), les nombres f (x) et g (x) sont 
les coordonnées du vecteur F (x) dans la base formée par les nombres complexes 1 et i. 
La fonction F est dérivable au point x de D si et seulement si f'et g sont dérivables en x 
(cf. $ 4.6 a) et en ce point : 
F' (x) = f' (х) + ig' (х). 
Soit, par exemple, la fonction complexe définie sur IR 
Fix + efo* — cos ox + i sin ox, 


о étant une constante réelle. En tout point x de R : 


F (x)= — o sin ox + io cos ox 


=o [sos (ox m 5) ^ isin (ox + 3l 


= mer хе? 


= шее, 
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Donc en tout point x réel : 
(егу — іоео= 
dérivée analogue à (erch — ae* lorsque а est réel donné et x variable réelle. 
Si l'on pose. etaz, on peut écrire pour tout x réel : 
y docet 
y'— io X іо X eot 
yi 


П. Applications 


6. 6. APPLICATION A LA RÉSOLUTION DE CERTAINES ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES 


a) Équation différentielle : у’ = ay (a réel donné). 


On sait que la dérivée de la fonction numérique de la variable réelle : x ,— у= ert 
(a réel donné) en tout point x réel est y' = ger" donc, pour tout x réel, у' = ay. 

Plus généralement, cherchons toutes les fonctions numériques f de la variable réelle : 
X (—— y = f (x) dérivables sur IR et telles que, pour tout x réel, on ait 


а) 


Si f existe, nous dirons qu'elle est une solution de l'équation différentielle (1). 

Nous avons trouvé une solution f, : x »—— er, 

Pour toute fonction numérique f dérivable sur IR et pour tout x réel, on peut poser 
y—fQ) = (х) er, 


#0) = гә = f (x) e-** étant dérivable pour tout x réel 


la fonction g : x + 


puisque / et f, sont dérivables pour tout x réel et puisque е2 n'est jamais nul. 
Pour tout x réel, 
y! = g' (х) ез + ag (x) e°” 
et pour tout x réel nous aurons 
y' = ay «=> E (х) e* + ag (х) e** = ag (х) e* 
ËM E 
et nous aurons g' (х) = 0 pour tout x réel si et seulement s’il existe une constante réelle à 
telle que g (x) = à pour tout x réel. L'ensemble des fonctions numériques de la variable 
réelle, solutions de l'équation différentielle (1), est l'ensemble des fonctions f définies sur 
R par 


Aem 0. constante réelle arbitraire). 


SC 


REMARQUE 


1. On vérifiera que l'ensemble des solutions, muni de l'addition des fonctions numériques 
d'une variable réelle et de la multiplication par un nombre réel, est une droite vecto- 
rielle (c'est-à-dire un espace vectoriel de dimension 1) sur R. 
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b) Applications. 


П existe de nombreux phénomènes (physiques, chimiques, biologiques, économiques) 
obéissant à une loi exponentielle c'est-à-dire que la mesure d'un tel phénomène est une 
fonction d'une variable vérifiant une équation différentielle du type y’ = ау, 


ү x À А А А 
Pratiquement у’ = ay se traduit par Ax сз ay c'est-à-dire que si la variable prend des 
valeurs ху, X +. Xy Su et la fonction les valeurs correspondantes у, уь, ..., Ym 
Ум» опа: 

Дума 


Ах xa © O lorsque l'entier i varie de 1 à n. 


Nous donnons quelques exemples de phénomènes obéissant à une loi exponentielle : 


variable phénomène étudié 


altitude | pression atmosphérique 
temps | différence des températures d'un corps et du milieu ambiant (loi du refroi- 
dissement de Newton) 
temps nombre de bactéries d'une culture 
temps nombre d'atomes de radium d'une substance radioactive qui se désintégrent 
naturellement 
temps | valeur acquise d'un capital placé à intérêts composés. 


с) Équation différentielle : y" = — о?у (o réel donné). 


On sait que la fonction complexe de la variable réelle : x »——— y = ео (o réel 
donné) а, en tout point x réel, pour dérivée : y' = freie? et pour dérivée seconde : 
Y! = io X io X eo? = — oro? donc, pour tout x réel, y" = — oy, 

Plus, généralement, cherchons toutes les fonctions complexes F de la variable réelle : 
х + у= Е (x) = f(x) + ig (х) dérivables deux fois sur IR et telles que, pour 
tout x réel, on ait 


o у= – «у |. 


Si F existe, nous dirons qu'elle est une solution de l'équation différentielle (2). 
On peut remarquer que (F (IR, C), +, .), ensemble des fonctions complexes définies 
sur Б. muni de l'additions de ces fonction et de la multiplication par un nombre complexe, 
est un espace vectoriel sur (C (on montrera qu'il posséde les propriétés de définition d'un 
espace vectoriel). 
Soit S l'ensemble des fonctions complexes de la variable réelle, solutions de (2). L'ensem- 
ble S n'est pas vide car la fonction nulle : x ı— 0 définie sur IR est une solution. 
Pour tout couple (E, EA de solutions et tout couple (à, и) de nombres complexes, quel 
que soit x réel : 

D.F, б) + к Fe GJ] = ХЕ] G) + à F3 (x) 
AL o? F, G)] + u L- о? Fa tal 
= o? Ф.Р, Q) + UF: G2] 
donc  F, + y Еу est une solution de (2). Par suite (voir cours de Première), on реш affir- 
mer que (S, +, .) est un sous-espace vectoriel de (F (IR, С), +, .). 
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Recherche des solutions. Nous avons trouvé une solution F; : x »——— ef”, On vérifie 
qu'une autre solution est Еу: x 1 em, cette solution est distincte de la première 
si et seulement si о 72 0. Nous supposerons, dans la suite, о 52 0 (vous chercherez les 
solutions de (2) dans le cas où о = 0). 

Puisque (S, +, .) est un espace vectoriel sur C, les fonctions complexes de la variable 
réelle : x (1——— Ae? + petot, x et p étant des constantes complexes arbitraires, 
sont des solutions de l'équation différentielle (2). On démontre que ce sont les seules. 


En effet, procédons comme dans a). Pour toute fonction complexe 
Fix(0—y-FQ) 


dérivable deux fois sur IR. et pour tout x réel, on peut poser : у = G (x)e'e*, G étant 
une fonction complexe dérivable deux fois sur IR. que nous allons déterminer. Pour 


tout x réel : 

d боз [G' (x) + io G Q9] 

Vi iat [G" (х) + 2 io G' (x) — о? G (х)] 
et nous aurons, pour tout x réel, 

= — oy <> О" (х) = —2io G'(x). 

Donc F est solution de (2) si et seulement si G' est solution de l'équation différentielle : 
o DEI 
qui est de la forme y; = ay, étudiée en a) mais ici а = — 2 iw n'est plus réel. Cepen- 


dant le raisonnement fait en a) est inchangé et les fonctions complexes de la variable 
réelle, solutions de (3), sont les fonctions : x 1———- Ke-*'o* (k constante complexe 
arbitraire). 

G (x) est de la forme a (x) + 18 (х), les fonctions numériques x et 8 étant dérivables 
deux fois sur IR. Nous aurons G' (x) = Ke-*/** pour tout x réel si et seulement si 
pour tout x réel : 


a (x) + ig! (х) = k (cos 2 ox — їзїп 2 ox) 


ai (x) = k cos 2 ox 
В (x) = — ksin 2 ox 


c'est-à-dire, pour tout x réel, 


aQ) = ze sin 2x + Gi 
c'est-à-dire, pour tout x réel, 


BW = уо; cos 2ux + € 


(С, et C, constantes réelles arbitraires) 
c'est-à-dire, pour tout x réel : 


G (9 = з Gin 2 ox + em 2 ox) FOTO 


t (cos 2 ox — i sin 2x) + C, +С, 
ki 


Ze 


etos + С, 1С. 


Donc F est solution de (2) si et seulement si, pour tout x réel : 


к) = (& eter Ci + ic) etos 
Zo 


% [ro = et + peer 


b СС E étant des constantes complexes arbitraires). 


Les fonctions complexes F; : x к—— е” et Еу: x i——— eric sont linéairement 
indépendantes car d'Aen? + we-is* — 0 pour tout x réel, on a en particulier 

pour x ETS 

pour хе + perte = 0 


1, 
d'où 

À (efe — e) = 0 

A (ets — D =0 
comme о + 0, on a е?#® 52 1, donc л = 0, par suite y = 0. 
Conclusio: ‘ensemble des fonctions complexes de la variable réelle, solutions de l'équa- 
tion différentielle (2), muni de l'addition de ces fonctions et de la multiplication par un 
nombre complexe, est un espace vectoriel sur С, de dimension 2. 
On trouve deux solutions simples en faisant dans (4) : 


1 d 
л=цн= EU on trouve la solution F, : x ›+——— cos ex 


D 


F, : x — sin ox 


(on vérifie, d'ailleurs, directement que F et F, sont bien solutions de l'équation diffé- 
rentielle (2)). Comme ces solutions sont aussi linéairement indépendantes (si A cos ox -+ 
В sin ох 0 pour tout x réel, en particulier pour x = 0 on déduit A = 0 et pour x = E 
on déduit B = 0), elles forment une base de l'espace vectoriel des solutions. L'ensemble 
des fonctions complexes de la variable réelle, solutions de (2), est l'ensemble des fonctions 
Е définies sur R par 


(5) Frai 


А cosox +B 


(A et B constantes complexes arbitraires). 
Cherchons toutes les solutions qui sont des fonctions numériques de la variable réelle. 
Posons А = a + ia', B = b + ib' (а, a', b, b' réels quelconques). 
Pour tout x réel, pour toute solution F, on peut écrire F (x) sous la forme : 

F (x) = (а + ia’) cos ox + (b + ib") sin cx, 
la fonction F sera une fonction numérique de la variable réelle si et seulement si pour 
tout x réel : a' cos ox + b' sin ox = Осе qui n'a lieu, comme on l'a vu, que pour 
а= : 
Conclusion : l'ensemble des fonctions numériques de la variable réelle, solutions de (2), 


est l'ensemble des fonctions Е définies sur R. par (5), A et B étant des constantes réelles 
arbitraires. 


REMARQUES 


2. On ifiera que cet ensemble, muni de l'addition des fonctions numériques d'une 
variable réelle et de la multiplication par un nombre réel est un espace vectoriel sur IR 
de dimension 2. 


3. Lorsque A et B sont réels, on peut écrire (5) sous la forme suivante, pour tout x réel 
(voir cours de Première) : 


Е (х) = К cos (ox + 9) 


(ou Е (x) = К sin (c x + $)) et toutes les fonctions numériques de la variable réelle, 
solutions de l'équation différentielle (2), s'obtiennent en donnant à K et à des 
valeurs constantes, réelles, arbitraires. 
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4. Conformément au programme et en vue de ses nombreuses applications en Physique, 
nous avons cherché les solutions de l'équation différentielle : у” = — o? y (ө réel 
donné non nul). On verra (les démonstrations sont identiques) que les solutions de 
l'équation différentielle : y" = o* y (о réel donné non nul) sont les fonctions : 


X f heot + peer, 


lorsque A et р. sont des constantes complexes arbitraires on obtient toutes les fonctions 
complexes de la variable réelle solutions et lorsque à et р. sont des constantes réelles 
arbitraires on obtient toutes les fonctions numériques de la variable réelle solutions. 


d) Propriété caractéristique d'un phénomène vibratoire simple (ou sinusoidal). 


On a vu en classe de Première qu'un point d'abscisse x sur un axe de repère (О, 7) a un 
mouvement rectiligne vibratoire simple pendant l'intervalle de temps I si et seulement 
si sa loi horaire f : t — x = f (f) est définie sur I par 


(6 A cos o t + Bsino t + С 


(A, B, C, o étant des constantes réelles, А et В non tous deux nuls et о 0). o s'appelle 
la pulsation. 


De méme, dans le plan affine euclidien orienté rapporté à un repère orthonormé (О, 7,7) 
de sens positif, le mouvement d'un point M sur un cercle de centre O est un mouvement 
circulaire vibratoire simple dans l'intervalle de temps I si et seulement si sa loi horaire ẹ : 
ti 0 = e (t), 0 étant une détermination de l'angle polaire de OM, est définie 
encore sur I par une relation de la forme (6) (remplacer x par 0). 

Plus généralement chaque fois qu'un phénoméne de Physique ou de Mécanique est 
déterminé dans l'intervalle de temps I par la donnée d'une fonction f: £ »—— x = f(t) 
définie par (6), on dit que c'est un phénomène vibratoire simple (ou sinusoïdal). 

En posant x — С = x, on peut écrire pour tout t de I : 

vm х= A cos or + B sin or 

et on vérifie que pour tout г de I : 


(8) х= — ox, (о réel donné non nul). 


Réciproquement on vient de voir au sous-paragraphe c) précédent que toute solution 
de l'équation différentielle (8) peut être définie par (7) donc tout phénomène vibratoire 
simple de pulsation w est caractérisé par la relation (8) dans un intervalle de temps. 


1. Trouver les fonctions numériques de la variable réelle, solutions de l'équation diffé- 
rentielle : 


а) y -2y 
Méme question avec : 
@ y-2ytx 


(on cherchera, pour cela, une fonction polynôme : x ——— y, = P (x) solution de 
(2) et on déduira toutes les solutions de (2) en posant y = y, + Y). 


Trouver la solution de l'équation différentielle : 
У +4у= 


БЫ 


sachant que pour x = E onay 


3. Trouver les fonctions numériques de la variable réelle, solutions de l'équation diffé- 


rentielle : 

а) y -9y-0. 
Méme question avec : 

o y +9у=5х+1. 


(On cherchera, pour cela, une fonction polynôme : x 1——— y, = P (x) solution de 
(2) et on déduira toutes les solutions de (2) en posant y = y, + Y). 


4. Trouver les fonctions numériques de la variable réelle, solutions de l'équation diffé- 
rentielle : 


G+2x—1)y =3х+2. 
5. Méme question avec : 


A+ 2x +3. 


Trouver la solution telle que, pour x = 0, on ait:y=2 et у" 


6. 7. UTILISATION D'UNE RÈGLE A CALCUL 


On sait que la fonction logarithme de base 10 est un isomorphisme de (R4, x ) sur (R, +). 
Le principe de la règle à calcul repose essentiellement sur l'existence de cet isomorphisme. 
Dans tout ce qui suit, nous supposerons les nombres donnés strictement positifs. 


а) Présentation. 


La règle à calcul comprend trois parties (fig. 5) : 

— le corps de la régle, fixe 

— la réglette mobile 

— le curseur possédant un trait central pour la lecture. 


Echelle des cubes 


curseur 
Echelle des carrés corps de la règle 
H 2 3 4 = 9 10 D 
в: 2 10 y 
B: 2. 5 6 7 8 
One 
Me R 2 Ж эй д: 
E DTI n ——Ó— | нї шіп 
: б 
Ш T H 
` SES à ГЛ 
x 
t ai e 
réglette 
trait médian du curseur 
[: 
EA E Echelle des logarithmes decimaux 
Fig. 5 
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Il existe dans certains modèles d'autres lettres que celles indiquées à la figure 5 pour 
désigner les diverses échelles. Par exemple 


aulieude В? ilyaK (échelle des cubes) 


— B — А ( — — carrés) 

— b — B ( — — carrés) 

— a — CL ( — — inverses) 

LI — C ( — de base) 

— B — D ( — debase) 

= L = L ( — logarithmes décimaux). 


Il existe encore d'autres notations. Observez bien le modèle que vous possédez. 


b) Échelle logarithmique. Multiplication. 
Sur un axe x'x muni d'un repère, portons les points d'abscisses : 
log!— 0, log2=03010,  log3—0,771,  ..,  logl0— 


Si au lieu de marquer les abscisses : 
0 0,301 0 0,477 1 "T 1 


оп marque simplement les nombres : 
1 2 3 s.. 10, 


on obtient ce qu'on appelle une échelle logarithmique (fig. 6). 


1 
Fig. 6 


Soit à calculer N = хүху. Sur l'échelle B (ou D) on repère le nombre donné ху. On place 
le « 1 » de l'échelle b (ou C) en face de x, et on repère avec le trait du curseur le nombre 
donné x, de l'échelle b. 

log xx = log x, + log хь 


les deux échelles B et b étant des échelles logarithmiques, au lieu de lire log zur on lira. 
directement sur l'échelle B le nombre № = zue (fig. 7). L'isomorphisme considéré 
permet de remplacer des multiplications par des additions de longueurs. 


1 
П 
I 
І 
I 
logz,x, = logz, + log z3 sl 


Fig. 7 


On notera que la règle à calcul permet seulement de trouver les chiffres significatifs 
du produit. L'ordre de grandeur du résultat n'est pas obtenu par lecture sur la règle, 
mais par calcul approché direct; on remplace les nombres donnés par des nombres plus 
simples pour pouvoir situer le nombre N cherché entre deux puissances successives de 
10 : 

10" < N < 10", 


М s'écrira alors : N = a x 10" où 1 < a < 10. La règle à calcul permet seulement la 
détermination de a. 


EXERCICES D'ENTRAINEMENT 


ахад ххх 


49 х 10 8,9 x 10 


7,63 x 10 6,33 x 10 
529 3,05 
6,60 x 10 4,48 х 10 
775 x 10 5,66 x 10% 


c) Emploi de l'échelle des inverses. 


Soit à calculer М = 5,58 х 0,732. La méthode précédente n'est pas applicable puisque 
si l'on met bout à bout les segments correspondant à log 5,58 et log 0,732, on obtient 
log 5,58 + log 0,732 à l'extérieur de la règle. 

On peut procéder de la façon suivante. Soit N = хуху. 


1 
log zu = log (x, : log x, — log = 
ki 
оп est done ramené à une soustraction de longueurs. 
Sur l'échelle B (ou D) on repère x; à l'aide du trait du curseur. 
Sur ce trait du curseur on indique x; de l'échelle des inverses a (ou CI). En face du « 1» 
de l'échelle b (ou C) on lit le résultat N = xx (fig. 8). 


logx, x, = zc. 
KEN 


Echelle des inverses 


І 
1 
1 | | 
1 
l 
I 


Echelle de base 


Fig. 8 
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EXERCIOES D'ENTRAINEMENT 


DEEN EE 


3,07 x 10 3,18 x 10 
2,02 x 10* 1,540 x 10 
4,08 
1,115 x 10 222 
1,28 2,66 x 10° 


d) Division. 
Soit à calculer N = 3. 
ki 
log 22 = log x, — log xs, 
Xa 


suivant le trait du curseur on affiche x, de l'échelle B (ou D) et x, de l'échelle b (ou C). 
On lit le résultat sur l'échelle B (ou D) en face du « 1 » de l'échelle b (ou C) (fig. 9). 


Fig. 9 


EXERCICES D'ENTRAINEMENT 


Si on est « hors règle», par exemple pour N = 47,2 : 71,3, on peut procéder en utilisant 
l'échelle des inverses : 


1 


x 1 
log = log (n х +) = log x, + log 


en face de la graduation où on lit x, de l'échelle B (ou D), on place le « 10 » de l'échelle 
des inverses. Puis l'on repère avec le trait du curseur le nombre x; de l'échelle des inverses 
et on lit le résultat en face de ce trait du curseur sur l'échelle B (ou D) (fig. 10). 


jx, Echelledes inverses 


Echelle de base 


Fig. 10 


EXERCIOES D'ENTRAINEMENT 


^n 
3 


5,55 x 10 0,235 5,40 х 10-* 


2,98 x 107*|| 472 9,21 х 10-1 
9,42 х 10 51,3 8,19 х 10 
5,85 х 10 0,632 7,75 
4,86 x 10* 0,091 5 0,28 x 10-? 


е) Autres calculs. 


Une régle à calcul est aussi une table de fonctions usuelles. 


Nous avons indiqué dans le modèle de la figure 5 quelques échelles donnant les inverses, 
les carrés, les cubes, les logarithmes décimaux. (Dans d'autres modéles plus perfection- 
nés, il existe d'autres échelles encore dont l'emploi est indiqué dans une notice.) 

Pour cet usage, on utilise la régle à calcul sans déplacer la réglette mais seulement le 
curseur. Par exemple, pour avoir le cube de x = 7,5, on amène le trait du curseur sur 
« 7,5 » figurant sur l'échelle de base B (ou D) et on lit sur le méme trait du curseur le 
nombre x sur l'échelle des cubes В? (ou К). On lit (7,59 2 42 x 10°. 

Inversement, en plaçant le trait du curseur sur une division de l'échelle В? (ou K) on 
déduira la racine cubique sur l'échelle de base B (ou D). 
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Exercice résolu. 

0,537 
xxl 
Xy = f Gn), ху = f (x9), x, = f (x3), xs = f (x4). En déduire un encadrement de la racine ze 
positive de l'équation : x* + x — 0,537 = 0. 


Pour tout x 32 — 1, la fonction est définie, continue et dérivable, sa dérivée étant 


Étudier la fonction f :x ———— ~ Calculer, avec trois chiffres significatifs, ху = f (0), 


5 EES 
f'G)— — 0537 x сарту 
d'où le tableau de variation : 
` 
x |—e =i о +оо 


год — | + 0 — 


йй: 0,537 ы " 


ә | ° B M 


et la représentation graphique Г de f (fig. 11) (on a supposé le repère orthonormé). 


—oo 


Le point de cordonnées x = 0 et f (0) = 0,537 est un point d'inflexion puisque la courbe 
« traverse » la tangente en ce point qui est paralléle à Ox. 
Pour tout x réel, 


a) хі x — 0,537 = 0 <—> х (xt + 1) = 0,537 Q 
0,537 


s Ба 


саг х= —1 


n’est pas racine de l'équation (2). La résolution de (1) revient à Іа recherche des abscisses 
0,537 


Жет et à la droite D 


des points communs à la courbe Г précédente d'équation. y = 


d'équation y — x. 
Cherchons une valeur approchée de la racine positive de (1) par la méthode, indiquée 
dans l'énoncé, appelée méthode d'itération (voir fig. 12). 


xı = f (0) = 0,537; 


avec la régle à calcul, on trouve : 


kW 


d'où un encadrement de la racine x, cherchée : 
0,482 < x, < 0,483. 


= 
О BAT Лу z 


Fig. 12 
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On sait que la fonction logarithme de base 10 est un isomorphisme de (R$, X) sur 
(В, +). Comme pour la règle à calcul, le principe de la table de logarithme repose essen- 
tiellement sur l'existence de cet isomorphisme. 


2) Caractéristique et mantisse d'un logarithme. 


Soit x un nombre réel > 0, il existe un entier relatif unique п tel que 10" < х < 101; 
il existe donc un nombre réel unique x’ > 0 tel que : 


х= 10"x avc 1< x «10 


d'où : 
log x = log 10" + log x' = n + log x' 
avec : 
0 «c loga' <1. 
Par exemple : 


log 5177 = 108 (10° x 5,177) = 3 + log 5,177 
log 517700 108 (105 x 5,177) = 5 + log 5,177 
log 0,005 177 = log (107° х 5,177) = — 3 + log 5,177. 


Le nombre n est appelé la caractéristique de log x. 

Si x1, la caractéristique est le nombre de chiffres, diminué de 1, de la partie 
entiére de x écrit dans le systéme décimal. 

Si 0<х < 1, la caractéristique est un entier strictement négatif, sa valeur absolue 
est le rang du premier chiffre non nul situé après la virgule dans l'écriture décimale de x. 
Lorsque la caractéristique est négative au lieu d'écrire п = — т on l'écrit a: ainsi 
la caractéristique de log 0,005 177 est 3. 

Le nombre log x' est appelé la mantisse de log x, c'est un nombre positif strictement 
inférieur à 1 саг 1 < x < 10. 

Ainsi tous les nombres qui, dans leur écriture décimale, ne différent que par la place 
de la virgule ou par le nombre de 0 mis aprés le dernier chiffre significatif ont méme 
mantisse. 

Seule la mantisse est donnée dans une table de logarithmes. 


b) Recherche du logarithme d'un nombre, 
Nous raisonnerons avec une table à 5 décimales. 
Exemple 1. On lit, par exemple, la mantisse de log 5 177 à l'intersection de la ligne 517 
et de la colonne 7; on trouve pour mantisse : 71 408 (le groupe des deux premiers chiffres : 
71 est indiqué plus haut). Donc : 
log 5,177 
log 5177 3 + 0,71 408 = 3,71 408 
log 517700 5+ 0,71 408 = 5,71 408 
log 0,005 177 = — 3 + 0,71 408 = 3,71 408 
mais en réalité le nombre 0,71 408 n'est pas la valeur exacte de log 5,177. Le nombre 
0,71 408 peut provenir de 


0,71 408 


0,714 075 .... 
0,714 076 . 
0,714 078 . 


0,714 084 .... 


donc une table de logarithmes à 5 décimales donne une valeur approchée des mantisses, 
donc des logarithmes, à 5.10-5 prés. Plus généralement une table de logarithmes à p. 
décimales donne une valeur approchée des logarithmes à 5.101) près. On ne connaît 
pas le sens de l'approximation. 

REMARQUE 


Pour l'écriture d'un logarithme avec 5 décimales, nous adoptons la disposition de la 
table à 5 décimales. Par exemple, nous écrirons 


log 5177 — 3,71 408 
au lieu de 
log 5177 = 3,714 08 
parce que la mantisse est 71 408 (il s'agit de 71 408.1075). 


Exemple 2. Soit à calculer log 67,65. A l'intersection de la ligne 676 et de la colonne 5, 
оп lit * 027. L'étoile indique qu'il faut aller chercher les deux premiers chiffres de la 
mantisse dans la ligne suivante; on trouve 83 d'où : 

log 67,65 1,83 027. 
Exemple 3. Si le nombre a plus de quatre chiffres significatifs, par exemple x = 3 252,4, 
on lit dans la table : 


pour 3 252 51215 
pour 3 253 51228 


nous devons procéder à une interpolation linéaire. Rappelons la méthode dans le cas 
général d'une fonction f strictement monotone sur un intervalle I et supposons que 
l'on connaisse les valeurs de f pour 1, 2, 3, ...., л, п + 1, .... appartenant à I. Nous 
nous proposons de calculer f (x) pour x tel que 
п<х<п+1. 
On fait l'approximation suivante : on remplace dans l'intervalle [n n+ 1] la fonc- 
tion f par une fonction affine g telle que : 
- si fi e е(т+1)=/(н+ 1) 
et on prend pour valeur approchée de f (x) la valeur g (x). Graphiquement cela revient 


à remplacer l'arc de courbe représentant / sur {л, n+ 1] par un segment de droite 
(fig. 13). 
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Nous savons que pour une fonction affine, quels que soient x, + x», il existe un nombre 
a tel que : 


gi) — 1 
ха X 
donc : 


gx) — gr) а(п + 1) — (п) 
x—n (Qn 


d'où, puisque g (n) = f (n) : 
к (х) = fn) + (x — п)[/(п + D — fon]. 
Une valeur арргосһёе de f (x) est (x). Sur la figure 13, l'erreur commise est représentée 


= fín + 1) — f(n) 


par MM; vous apprendrez plus tard à calculer un majorant de | f(x) — g (x)| dans 
In, n+ 1). Les tables sont conçues de manière que cette erreur soit négligeable devant 
l'erreur due aux tables c'est-à-dire l'erreur commise sur la donnée des valeurs appro- 
chées de fn) et de fn + 1) (qui est de 5.10-* dans une table de logarithmes à 5 déci- 
males). Le nombre f(n+ 1) — Tit s'appelle la différence tabulaire de f dans 
In, n + 1]. 
Dans l'exemple précédent ` 

/ (п + 1) = log 3 253 = 3,51 228 

Ti = 108 3 252 = 3,51 215 
la différence tabulaire est f(n + 1) — f(n) = 13.105 d'où : 

g (3 252,4) = 3,51 215 + 0,4 х 13.1075 
les petites tables d'interpolation figurant en marge des tables de logarithmes permettent 
d'éviter le calcul du produit 
(x — n [/(n + 1) — £0] = 0,4 x 13.1075 
on lit ce produit dans la table d'interpolation relative à 13 (il s'agit de 13.105); c'est le 
nombre associé à 4 (il s'agit de 0,4 dans notre exemple) qui est 5,2 (il s'agit de 5,2.10-$). 
13 


oun 
Eel 
[n 


On dispose le calcul de la façon suivante : 
log 3252 = 351215 А=13 
4 52 
log 32524 = 3,51 2202 
log 3 252,4 = 3,51 220 
on ne garde que 5 décimales et on convient de « forcer » la 5e décimale si la бе est 5, 6, 7, 8 
ou 9. Nous mettrons, pour simplifier, le signe = au lieu de =. 


d 


Exemple 4. Soit à calculer log 3 252,46. On écrit : 
log 3252 3,51 215 А = 13 


log 3 252,46 = 3,51 220 98 

log 3 252,46 = 3,51 221. 
Lorsque le nombre donné х contient plus de 6 chiffres significatifs, il est inutile de faire 
des interpolations linéaires sur les chiffres significatifs placés aprés le sixième puisqu'on 
ne garde que 5 décimales pour log x. 


Recherche d'un nombre dont le logarithme est connu. 
Connaissant log x, il s'agit de déterminer x. La mantisse de log x va nous permettre de 


trouver les chiffres significatifs de x à l'aide de la table; ensuite la caractéristique nov 
permettra de déterminer complétement x. 


Exemple 5. Soit log x — 2,91 036 
la mantisse 91 036 se trouve dans la table et elle est à l'intersection de la ligne 813 et 
de la colonne 5 donc cette mantisse est associée au nombre 8 135. Puisque la caractéris- 
tique est 2, 
x = 0,081 35, 
Exemple 9. Soit log x = 2,27 819 
la mantisse 27 819 n'est plus dans la table mais on a 
27 807 < 27 819 < 27 830, 
les mantisses 27 807 et 27 830 figurant dans la table. Nous devons procéder à une inter- 
polation linéaire. 
Dans l'intervalle [n , n + 1] le fonction f (ici la fonction logarithme de base 10) est 
remplacée par une fonction affine g telle que : 
в) = 0) et g(nd- 1) = fnt D. 

La méthode consiste à prendre pour valeur approchée de x, lorsque 

п<х<п+1, 


le nombre x, tel que g (ху) = f (x) (fig. 14) 
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Stol — em) _ gi +1) E _ o 40 f0) 


mn LE 
d'où 
an= [OI 
3 fn + D — fn 
xoa I — 0 


fin + D — fi) 

l'erreur commise en prenant x, pour valeur approchée de x est représentée sur la figure 14 
par ММ; vous apprendrez plus tard à calculer un majorant de | x — x, | dans (я, n+ 1]. 
Une table est congue pour que cette erreur soit négligeable devant celle qui est due à 
la table qui donne des valeurs approchées de f (n) et de f (n + 1). 


Dans l'exemple précédent : log x — 2,27 819 


la mantisse de n + 1898 est 27830 (plus précisément 27 830. 10-5) 
den = 1897 27807 
différence tabulaire : А = 23 
го) =) = 12 
Хо) =) _ 12 
AR dE E Che 


pour avoir x il restera à mettre la virgule (ou des zéros) convenablement, la petite table 
d'interpolation relative à 23 figurant en marge de la table des logarithmes évite de faire 


12 
le calcul du quotient Es On écrit : 


log x 
log 189,7 4-2) 
log 189,752 — 2,27 818 96 
— 189,752 
Opérations sur les logarithmes. 
L'utilisation des logarithmes permet de ramener le calcul d'un nombre tel que : 
95, 


où а, b, c sont strictement positifs et ~ un nombre rationnel, au calcul de 
log x = log a + r log b — log c. 
La seule difficulté provient du fait que pour trouver x connaissant log x il faut mettre 
log x sous la forme : caractéristique + mantisse, la mantisse m étant telle que 0 < m < 1. 
Pour l'addition aucune difficulté : la somme des mantisses de log a et log b donne la 
mantisse de log a + log b avec une retenue 1, s'il y a lieu, qui vient s'ajouter à la somme 
des caractéristiques. Ainsi : 
log 
log b 
log a + log b = 1,72 325 


2,30 512 log а = 5,42 718 
3,41 813 log b = 2,71 315 
log a+ log b = 4,14033 


il n'y a aucune difficulté, non plus, pour la multiplication d'un logarithme par un entier 


loga — 1,38217 
x4 


4log a — 3,52 868 
car 4 х (1,38217) = 4 [(— 1) + 0,38 217] = (— 4) + (1,52 868) = (— 3) + 0,52 868. 


Pour la division d'un logarithme par un nombre entier positif n on procédera comme le 
montrent les exemples suivants : 


1 44235 _ 
gloga— e = 221 186 
1 631276 — 
agam ur 1,26 255 
1 $2378 — 
зова = “5 — = 207928 
ee 274391 _(—2)+ 074391 _ (— 3) + 1,74 391 
ST TO 3 E 3 
= (— 1) + 0,58 130 
= 1,58 130. 


En revanche dans le calcul de log a — log b la différence des deux mantisses est un 
nombre positif ou négatif; l'introduction du cologarithme d'un nombre va nous permettre 
de nous ramener à une addition de logarithmes. 

On appelle cologarithme d'un nombre x > 0 le logarithme de son inverse. Le cologa- 
rithme de x s'écrit colog x; on a : 


1 
colog x = log = = — log x 


donc le cologarithme d'un nombre est aussi l'opposé de son logarithme. Désignons par 
c et m la caractéristique et la mantisse de log x et cherchons à mettre colog x sous la 
forme : caractéristique + mantisse, soit c' et т cette caractéristique et cette mantisse. 
On peut écrire : 
Іов х 4-  colog x = 0 
(c+ т) + (с + т" 
(с + с) + (m+ т) = 0 


on prendra c' et т' de manière que : 


L'or c 1 
{т+т 
d’où : =—(+eo а m=1—m 
Exemple : log x = 4,31 273 


colog x = 3,68 727 


€) Logarithmes des valeurs des fonctions circulaires. 


La méthode est la méme que précédemment. On n'oubliera pas, dans l'interpolation 
linéaire, que les fonctions : 

х›— log sin x 

x — log tg x 
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x , : 
sont strictement croissantes sur Je ^'3 tandis que les fonctions ` 


X > log cos x 7 
x — log cotg x 
Ы 
sont strictement décroissantes sur I H ED 
Donnons des exemples. 


Exemple 7. Soit à calculer log sin 2921529". 
On lit log sin 29915' à la page « 29 degrés » (qu'on lit en haut), à l'intersection de la i 
ligne « 15' » (lu dans la premiére colonne, à gauche) et de la colonne « sin » (lu en haut) : 


logsin29915' = 1,68 897 A223 +p 
20" 17 
DN 35 


log sin 29015729” = 1,68 908 2 
log sin 2991529" = 1,68 908 
Exemple 8. Soit à calculer log cos 58,273 gr. 


On lit log cos 58,28 gr à la page « 58 grades » (lu en bas), à l'intersection de la ligne 
« 28 cgr » (lu dans la dernière colonne, à droite) et de la colonne « cos » (lu en bas) 


log cos 58,28 gr = 1,78 492 =9 
—7 63 
log cos 58,273 gr = 1,78 498 3 
log cos 58,273 gr — 1,78 498. 
REMARQUE 
On pourrait faire une interpolation linéaire en partant de log cos 58,27 gr, on aurait 
alors une diminution de la mantisse. 
Exemple 9. 
log tg (x°) 


log tg 33039" А= 27 


log tg 3303913" = 1,82 330 85 
l'angle aigu cherché est : 3303913". | 


f) Cas des « petits angles ». 


Nous supposerons les angles aigus. 

Lorsque l'angle est inférieur à 3 grades ou 4 degrés s'il s'agit de log sin x ou de log tgx 

(supérieur à 97 grades ou 86 degrés s'il s'agit de log cos x ou de log cotg x), la méthode 

d'interpolation linéaire est peu précise et l'on procède autrement. 

La table donne : ; | 
S = log “> = log sin x — log x, 

dans log x l'angle est mesuré en centigrades ou en secondes. On peut alors calculer 

log sin x connaissant S et log x et calculer log x donc x connaissant S et log sin x. 


De méme, la table donne : 
tgx 
T = log 22 — log tg x — log x, 
dans log x l'angle est encore mesuré en centigrades ou en secondes. 


Exemple 10. Soit à calculer log sin 291015". 


2010' = 7800' — (donné dans la table) 
201015" = 7 815" 
S — 6,68 5471 
log 7 815 — 3,89 293 


2,57 8401 
log sin 291015" = 2,57 840. 


On vérifie que 2,57 840 est compris entre log sin 2010 = 2,57 757 
et log sin 2011' = 2,58 089 qui sont donnés dans la table. 


6.10 EXERCICES RÉSOLUS 


1. Résoudre dans IR. l'équation 
ay Va — Vx + Ма + ух = 
(a et b réels donnés, x réel cherché). 
Application numérique : calculer x si l'on donne 
а= 1,359 b = 21,538. 
AS n'a de sens que si x > 0. 
x = O n'est solution de (1) que si a = 0, quel que soit b réel. 
Si x > 0, A/ bx n'a de sens que si b > O et Уа — 4/x et үа үх n'ont de sens que 
si — a < A/x < a c'est-à-dire a > 0 et 0 < x < aè. 
Donc si (1) a une solution лоп nulle, on a nécessairement : 
a0 
LE 
0 — x « at. 


Quels que soient a, b, x réels vérifiant les conditions (2), les deux membres de (1) sont 
définis et positifs ou nuls donc en élevant au carré les deux membres de (1) on obtient 
l'équation équivalente : 


@ 2a + 24/d — x — ух, 


Quels que soient a, b, x réels vérifiant les conditions (2), les deux membres de (3) sont 
aussi définis et positifs ou nuls donc en élevant au carré les deux membres de (3) on 
obtient l'équation équivalente : 

4a* + 8 a Va — x + 4(а*— х) be 
qui est équivalente à : 
(4) 8a 


= (bo 4 х 8a. 
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Quels que soient а, b, x réels vérifiant les conditions (2), on peut écrire les équivalences : 


64 a? (at — x) = 16 + 4)x — 8 аз) б) 
EE (6 
" 
(б) <> x B = zc — 0 (après simplification de (en 
a 
O<— х > кет Di 
Nous avons déjà étudié le cas x = 0. 


2 
х= Cu n'est solution non nulle de (1) que si les conditions (2) et (7) sont vérifiées 


c'est-à-dire si et seulement si : ( a > 0 


Quels que soient a — 0 et b 0, 
8a? _ 16а% 


вра б-ту е b+4<26 


<=» b>4 


2 

d co <=> 160 < (b+ 4)? 
<=> (b— 4 20 vérifiée. 

Conclusion : 

si a = 0 et b réel quelconque, la solution de (1) est x = 0 

16 ab 

CF 


si a > 0 et 2 4, la solution de (1) est x = 
dans les autres cas, (1) n'a pas de solution. 
Application numérique. 


Pour a= 1,359 et Б = 21,538, les conditions а>0 et b>4 sont vérifiées 
et la solution de (1) est : 

_ 16 x (1,359)? x 21,538 

Щщ? (05,538) ` 
Nous avons : log x = log 16 + 2 log 1,359 + log 21,538 + 2 colog 25,538. 


On peut disposer les calculs de la manière suivante. Nous avons écrit les logarithmes 
avec 5 décimales. 


Caleuls auxiliaires Calculs définitifs 
log 1,359 = 0,13 322 log 16 —120 412 
2log 1,359 = 0,26 644 2log 1359 — 026 644 
log 21,53 = 1,33 304 A— 21 log 21,538 321 
8 168 2 colog 25,538 562 
log 21,538 = 1,33 321 TS 939 
log 25,53 = 1,40 705 A—17 log 0,975 8 — 198 936A— 5 
8 136 З 5 


log 25,538 — 1,40 719 
colog 25,538 — 2,59 281 
2 colog 25,538 = 3,18 562 


log 0,975 86 — 1,98 939 


x — 0,975 86 


2. Étudier la fonction numérique de la variable réelle f : x — x — Log |х — 2]. 
Calculer l'aire de la partie ^ définie par. 
4«x«5 
о<у</0б) 


(On suppose le plan affine euclidien rapporté à ип repère orthonormé). 
Donner un encadrement de cette aire sachant que l'on connaît les valeurs approchées sui- 
vantes, à 5.10-5 près : 

Log 2 = 0,693 1 

Log 3 = 1,098 6 


La fonction f : x — x — Log | x — 2 | est définie pour tout x 5 2. 
Elle est également continue et dérivable pour tout x 5 2, sa dérivée étant ` 


Я 1 ac) 
P9 -1-LL-i-j 
d'où le tableau de variation 
х | о e 3 +оо 
год + -0 + 


+оо | +оо +оо 
d Ce A Ж 
оо 3 


Nous avons indiqué dans le tableau les li 


ites aux bornes que l'on étudie de la facon 


suivante ` 
lim х= —oo 
— 
lim (— Log | x — 2 |) —оо 
== 

d'où lim (x — Log | x — 2 |) = —оо; 
— 


оп ne peut raisonner ainsi pour lim f(x), on peut écrire pour tout x différent de 0 et 
ml 
de2: 


fe) x (1-21) 


E 
o год (i ll, 
ona 

кеу o Gt рд, 


d'où 


par suite 


lim f(x) = +оо; 
a+ 
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d'autre part lim Log|x—2|— —ee (f$620) 
d'oà Em Го) = +оо. 

La droite d'équation х = 2 est une asymptote. 

Par ailleurs en utilisant (1) : 


lim fO). ve (RE) 1 
x—2 х 


ais X debet 


et nous avons ` 
lim (a — x]— lim, (— Log|x — 2) = —e 
T 


leben 


donc la courbe représentative (fig. 15) admet une branche parabolique, la direction asymp 
totique étant celle de la droite d'équation y — x (cf. $ 3.5 d). 


Les points d'intersection de la courbe et de la droite d'équation у = x ont pour abscisses 
les solutions de l'équation : 


о х—1ов|х—2|=х. 
Pour tout x réel, 

D => Log |x —2|—0 

D — {х—2|=1 

б) = (x—2=1oux—2=—1) 


D <=> (х=3ойх=1) 


Calcul de l'aire. 
; 
4e - fe- Log |x — 2) dx 


ко = В fi tose- D dx 


5 
A(A) = 4,5 — f. Log (x — 2) dx 


d 
pour calculer l'intégrale I= | Log (x — 2) dx faisons une intégration par parties 
4 


(cf. § 5.7 b) : 
: 
1= |} Log @ — 2 x à de 
: 


avec g(x)=x—2, #' (х) = 1 


d'où 
: 
1— le) Log  — Эй — f (Los (x — D) ed ds 
6x —2 
1— (6 — 216 DE — [ES dx 
ї = [(x — 2) Log (x — 2) — xli 
Г= 31083 — 21082 —1 
d'où 


A (A) = 45 — 3 Log 3+ 2 Log2+ 1 
Ж& (д) = 5,5 — 3 Log 3 + 2 Log 2. 
Une valeur approchée de Ж (A) est ` 
5,5 — 3 х 1,098 6 + 2 X 0,693 1 = 3,590 4. 


L'incertitude sur 3 Log 3 est : 5.10-5 x 3 = 15.10-5 = 1,5.10-* 
sur 2 Log 2 15.1075 х 2— 10.105 = 10-4 
sur Ж (A) :1,5.10-4 + 10-4 = 2,5.10-4. 
D'o un encadrement de Ж (A) : 
3,590 4 — 2,5.10-4 < Ж (A) < 3,590 4 + 2,5. 10-4 
3,590 15 < Ж (A) « 3,590 65 


Dans l'exercice précédent on connaissait les logarithmes népériens de 2 et de 3 (qui sont 
donnés dans les tables). Dans le cas général d'un nombre réel x > 0 quelconque on sait 
(cf. 8632) que : 

log x= M Log x 


1 
Log zu logx 
1 
les multiples de M et de M étant donnés dans la table, l’une de ces deux formules permet 


de calculer l'un des deux logarithmes connaissant l'autre. Exemple : 


Résoudre dans IR l'équation 
а) e? —4e*—2—90. 
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Pour tout x réel : 


(D => gi? — 4 —26* — 0 ër. e*—2e—4—0 


et en posant e* — X, pour tout x et tout X réels : 


X?—2X—4—0 (2) 


D | x 


les solutions de (2) sont X'—1—4/5 et. X' — 1+ 4/5. 
L'équation e? = 1 — 4/5 n'a pas de solution car 1 — 4/5 < 0 alors que e* > 0 pour 
tout x réel. L'équation e? — 1 + 4/5 a une solution qui est 


x= Log (1 + 4/3) 
x c Log (1 + 2,236) 
x œ Log 3,236 


x =м log 3,236 


la table donne 


d'où 


log 3,236 0,51 001 


xc0,1001 x м 


les multiples de M sont donnés dans la table : 


1 
0,5 х м 1,151 293 


1 
0,01 х M œ 0,023 025 9 
0,000 01 x 22000 023 025 9 
1,174 341 925 9 


l'équation (1) donnée admet une seule racine х c 1,174. 


EXEROIOES 


1. Une expression est calculable par logarithmes si on peut l'écrire sous la forme d'un 
produit ou d'un quotient de nombres dont on sait trouver les logarithmes dans la. 
table. Le logarithme de cette expression est alors une somme de logarithmes ou colo- 
garithmes. 

Rendre calculable par logarithmes l'expression : 


Матв 
{en posera À = wwa). 


Application numérique : le plan étant rapporté à un repère orthonormé, calculer 
la distance des points : 


җ = 15,227 m 32,514 m 
° | ya = 83,531 m 5 51,908 т 
2. Pour résoudre dans (P. l'équation : 
в) а соз x + bsin x = c, 


on obtient des expressions calculables par logarithmes de la facon suivante. Si l’on 
suppose a 0, pour tout x réel : 


W = cos x + nx 
a a 


et en posant 
b 
D 2-718 
Оп a pour tout x réel : 


а) = cos x + ta sin x = 2 
а) = cos а cos x + sin æ sin x = 2 сова 
mn cos (x — a) = É cosa 


e 


d c m SCH А ^ T 
si—1< $ cosa< 1 БЕ a< 1 que l'on peut écrire 7, prg 1 


а 

ou encore f, — Ls < 1 ou encore, après réduction, a? + f > e 
i 

оп peut poser 

6) S cos a = cos B 


et pour tout x réel : 

(D <—> cos (x — a) = cos B 

(D <4—> (к-«=8+К2т ou xac – В 427) 
(D <=> (x—«-B-ck2z ou хет В k2), 


k étant un entièr relatif arbitraire. Avec la table de logarithmes, on calculera un 
nombre а à l'aide de (2), puis un nombre f à l'aide de (3) et on déduira enfin toutes 
les solutions de (1). 

Application numérique. Résoudre dans R. : 


3,12 cos (x gr) -- 2,17 sin (x gr) — 0,96. 
3. En s'inspirant de la méthode précédente, résoudre dans IR : 
6,15 cos (x?) — 3,06 sin (x°) = 5,28. 


4. Résoudre dans R : 
enm = 7,25. 


EXERCICES 


Équations. Inéquations. Systèmes d'équations : ех. 1 à 14. 
Limites : ех. 15 à 24. 

Primitives : ex. 25 à 47. 

Étude de fonctions. Applications diverses : ex. 48 à 71. 
Nombre complexe e : ex. 72-73-74. 

Équations différentielles : ex. 75 à 85. 


Déterminer les nombres réels x, y, z, avec éventuellement une table de logarithmes, sachant que 
(ex. 1 à 14) : 


61 8 (Log х)? — 9 Повх) + Log x = 0. 
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V 


yx e2 Log (x + 3) + Log (x + 2) = Log (x + 11). 


63 log, x X log, x X log, ух X log, x = 864. 


6.4 10% — 10%” 


0. 


65 


ху= с, 


avec a = 2,915, Ь=00257, с= уЗ (on posera p = yabe). 
6.6 Log [Log е + e- 19 =] = 1 — Log x. 


67 log x > log, (3 x — 2). 
68 log,x = 5 + log, (4 x + 19. 


69 jem + 921 — 1458. 
610 Ze + Zen + Zeng A. Zem — 32 4p Zen + 32H24 Зана, 


611 e—2e-—1. 
3х+2у= 23 

RTE AT) à LOST: 
log, e + loge = 5 

613 7 
Тору = 
Et 

$14 Joen ien (а> О donné). 


Calculer les limites suivantes, si elles existent (ex. 15 à 24) : 


6.15 lim x*Logx. 
240 

616 lim (x — Log x). 
Bai 


Logx, 


` 647 lim DÉI, lim 
e $ 


M 
618 lim xLog (+ j 
Een x 


1 3 
619 limx*; lim х*. 
mn "erte 
remarquer que est le taux d'accroissement de la fonction Log 


620 lim LEC + № ( Log (1 +) 
Aen h h 


entre 1 et 1 + d` 


Еп déduire : Ва A? e =. T 


1 
Ша а + ху 
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= 
621 lim 5. 622 lim + 
usa аа SC 
1 1 
623 lim xe*; lim xe*. 
GW 


e 
624 lim ==! (remarquer que 2 1 est le taux d'accroissement de la fonction exponentielle 
Ded 


entre 0 et dh 


En déduire : lim cem 20-0 =) lim a ki — eH) (рош cette demière 


epi o Hee 


1 
limite, оп mettra e* en facteur). 


6.25 Calculer les dérivées, quand elles existent, des fonctions : 


х Los | 85 


x — eelef +) 
x —— Log|x+ Vx FAh| (h réel donné). 
En déduire les primitives des fonctions : 


ЕЕ 


х 

х — = ch 
E 

x Е Я 
Mix 


Calculer, quand elles existent, les primitives des fonctions définies par (ex. 26 à 38) : 


x 


6.26 f(x) = 627 у(х) = 


T 


sin x + cos x 


629 убу = hx tenes, 
630 f() = c 631 /0) = “же 

62g = 22212 (теше 76) sous 1а forme ax +b + — ) 

баз) = “ЕЧ E SEE {metre f) sous la forme ax +b + ce 
6.34 f (x) = (х2 + x) etit e 635 f(x) = хе”. 

636 /(х) = War 637 70) = c Jan, 


6.38 f (x) = еа ғ cos x. 
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Calculer, en faisant des intégrations par parties, les primitives, quand elles existent, des fonction 
définies par (ex. 39 à 46) : 


6.39 f(x) = zer, 
641 f(x) = Log x. 
6.43 f (x) = e” sin x, 


6.40 f(x) = (x? + х + De, 
6.42 f(x) = x Log x. 

g (x) = e* cos x. 

6.44 f(x) = sin (Log х), g (х) = cos (Log x). 


x sin x, 
x sin? x, 


6.46 f(x) = = 


во) = xtg x. 


6.47 Soit l'intégrale Iz, = f. t" (Log г)" dt où m et n sont des entiers naturels et a et x deux nombres. | 


réels strictement positifs. 
Trouver une relation de récurrence entre Ip, et 151. 
Calculer les primitives, quand elles existent, de la fonction ` 


x 1——— x (Log x). 
Étudier et représenter graphiquement les fonctions définies par (ex. 48 à 60) : 
648 f(x) = loga (a > 0 donné). 


649 f(x) = 


Lo 
EE. 6.50 f(x) = x — Log | x |- 


6.51 f(x) = Log (cos x). 
653 f(x) = x Log | x |. 


6.52 f(x) = Log | (x — 1) (х — 2) |. 
6.54 f(x) = (x — Uer, 


655 09 = хе", 656 f(x) = E 


А 
657 f(x) = el. 6.58 f(x) = estn, 


6.59 f(x) = x! Log x — х? (point d'inflexion). 


660 f(x) = а? (г2х—) 


6.61 Le plan étant rapporté à un repère orthonormé, soit les points A (1, 1) et В e D et la courbe T 


représentant la fonction : x i——- 1 définie pour х > 0. Calculer l'aire de la partie du plan 
limitée par Г et le segment [A , B] (donner une valeur approchée avec 3 décimales). 
6.62. Le plan est rapporté à un repère orthonormé. 
19 Étudier et représenter graphiquement la fonction : x + Log |х |. 
2° Étudier et représenter graphiquement la fonction : x ı—> | Log x |. 
On désignera par Г la courbe obtenue. 
3^ Calculer [E Log t dt (x 0) par une intégration par parties. Soit A (1, 0) et les points B et 


C de Г d'ordonnée + 1. Calculer l'aire de la partie du plan limitée par les arcs АВ et AC de T 
et par le segment [B , C]. 


6.63 19 Étudier et représenter graphiquement les fonctions : 
eret 


2 Discuter algébriquement et graphiquement, suivant les valeurs du paramètre réel m, le nombre 


de racines de l'équation : 


e* —2me* + 1 = 0. 


Résoudre l'équation dans le cas particulier op m — 3. 


6.64 Soit f la fonction définie par 
Го) = 3х2 —6x-1- Logx. 


19 Étudier cette fonction. Montrer qu'elle présente un maximum et un minimum négatifs. 
Représenter graphiquement les variations de f. [On utilisera un système d'axes orthogonaux 


Ox et Оу; unitésurOx : 5 em, unité sur Оу :2cm]. 
2° Montrer que l'équation f(x) = 0 admet une racine comprise entre 1 et 2. 
30 Quelle est la dérivée de la fonction g telle que : 

g(x) = x Log x? 


En déduire l'aire géométrique de la portion de plan limitée par la courbe qui représente les 


variations de f, l'axe Ox et les deux droites dont les équations sont respectivement : 


On évaluera cette aire en centimètres carrés. 


y 


4° Trouver l'équation de la tangente à la courbe qui représente les variations de f au point dont 


l'abscisse est х = Le, (Bacc. D, Clermont, Juin 1969.) 


V6 


6.65 1° Déterminer les constantes a, б, c et d telles que : 
4 a b c d 
q—397ü—3*1-x*ü-3*Trx 


pour toutes valeurs de x différentes de — 1 et + 1 et calculer la primitive de x 1— —* Г 


qui est nulle pour х = 0. 
29 Soit f la fonction définie par 


2: 


x Lis 
y-f0)-— (— + Los À 


1—x 


«) Quel est le domaine de définition de /? Montrer que / est une fonction impaire. 


B) Étudier les variations de f et construire la courbe représentative (C), le plan étant rapporté à 


un repère orthonormé. Préciser la tangente à (C) en О origine du repère. 
3° Soit F la fonction définie par 


1+х 


Y = FG) = x Log + 


о) Calculer la dérivée de Е. En déduire l'aire géométrique, S (x), comprise entre (C), x'Ox 


et les droites d'équations x = 0 et x = xy, avec 0 < x, < 1. 


B) Calculer, avec deux décimales, S D sachant que Log 7 = 1,945. 


Quelle est la limite de S (x) quand x, tend vers 1? 
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6.66 


6.67 


6.68 


Y) Déterminer x, tel que S (x) = 2 xy. Donner la valeur exacte de ху, puis une valeur numé- 
rique approchée avec deux décimales, sachant que e = 2,718. 


N. B. Les questions 2? et 3° sont indépendantes de la question 1°. (Bacc. D, Dijon, juin 1969.) 
On considére la transformation définie par 


HU 2= 2 
т 


11 


(1 sera utile de se servir de sa forme canonique). 


1° On suppose z réel. Étudier et représenter graphiquement la fonction précédente dans un 
repère orthonormé d'axes z'z, 7/7. 

Coordonnées des sommets, des foyers et équations des directrices de la courbe précédente 
(cf. t. Ш). 


2° Trouver les couples d'entiers relatifs (z, 7) vérifiant (1). 


3° Calculer l'aire de la partie А du plan limitée par z'z, la courbe précédente et les droites d'équa- 
tions 2=2 et г=1+е. 


4° Calculer le volume de la partie de l'espace engendrée par la révolution de А autour de z'z. 


5» On suppose z complexe. Déterminer les ensembles décrits par les points M et m d'affixes res- 
pectives Z et z dans un plan rapporté à un repére orthonormé, dans les cas suivants : 


4) le module de Z est constant, 


b) l'argument де Z est constant (à Кут prés, k € Z). 
Dans le cas particulier ой Z est imaginaire pur, former l'équation cartésienne de l'ensemble 
décrit par m. 


On se place dans le plan rapporté à un repère orthonormé d'axes Ox, Оу. 
19 On considère la fonction f définie par 

Le 

PFT 


Го) = 


Étudier ses variations et construire son graphique (C). Montrer que le point d'intersection de (C) 
avec l'axe Oy est centre de symétrie pour le graphique. Trouver l'abscisse du point du graphique 


d'ordonnée E 


2° Montrer que la fonction F définie par 
F (x) = Log (e* + 1) 


] 
est une primitive de f. Calculer G (x) — j ҮТ dt, ой x est un nombre réel quelconque. 
о 


Étudier les variations de la fonction G et construire son graphique (Г). Montrer l'existence d'une 
asymptote oblique d'équation у = x — Log 2, en cherchant la limite de G (x) — x + Log 2 
lorsque x tend vers +00. 


Зо On appelle S (x) l'aire arithmétique (ou géométrique) du domaine limité par l'axe Ох, la 
courbe (C), l'axe Oy et la parallèle à Oy d'abscisse x. 
Résoudre l'équation 


509 = Los? 


d'inconnue x supposée positive. (Bacc. D, Montpellier, septembre 1969.) 

Soit fla fonction numérique de la variable réelle définie par la formule 
SG) = ge 

et soit (C) la courbe représentative de f dans un герёге orthonormé. 


19 Étudier les variations de fet tracer (C). Pour étudier le comportement de f quand x tend vers 
—оо, on peut étudier Log f (x). 


6.69 


6.70 


„ 1° Quelle est, dans le plan (P), la transformation О, 


2° Construire, dans le méme repère, la courbe (E) d'équation y = e?. Déterminer les points com- 
muns à (C) et à (E) et calculer l'aire de la partie du plan définie par la relation 


feoxy«e. 
On cherchera une primitive de / de la forme 
x — — Р(х) = (ах? + bx + c) e*. 
3° m étant un nombre réel supérieur à e, la droite d'équation у = m coupe (C) en A et (E) en 


B. Déterminer т pour que || AB || = 1. Calculer 1а valeur de т au moyen d'une table de loga- 
rithmes. (Bacc. D, Aix-en-Provence, juin 1970.) 


Dans tout le probléme, on supposera le plan (P) rapporté à un repère orthonormé d'axes Ох, Oy. 
Soit la transformation ponctuelle Te, у, qui, à tout point m (x, y) du plan, fait correspondre le 
point M (X, Y) dont les coordonnées sont 


Х=х+а et Y22y, 


où a et ^ sont des réels donnés et à 3 0. On désigne par © l'ensemble des transformations T, л 


Ta, ? Montrer que l'ensemble * de ces 
transformations est un groupe commutatif pour la loi o. 

2° Quelle est, dans le plan (P), la transformation V) = Ta A? Montrer que l'ensemble % de 
ces transformations est un groupe commutatif pour la loi o. 

39 Montrer que la transformation composée Tiar, Am о Tin, у, appartient à ©. 

Montrer que ©, muni de la loi o, est un groupe commutatif. 

4 Montrer que Tu, peut être considérée comme la composée d'une transformation de L 
et d'une transformation de U, 


. Soit fla fonction numérique de la variable réelle x telle que 


ДО) = хее 
19 Calculer les dérivées première et seconde de fet en déduire, par récurrence, la dérivée d'ordre n. 
2° Étudier les variations de la fonction f, telle que 
ЛО) = (х+ ge, 
ой n est un entier relatif donné. Tracer les courbes représentatives C1, C, et C, des fonctions 


fas fo eC fi. 
1,0) — Tage et Lü 


39 Calculer 
en fonction de A et établir la relation 
(R) 1, (4) = е" I, (h). 


fn (x) dx 


. Déterminer a et À pour que le minimum de C, ait pour transformé par Tia, } le minimum de C, 


et montrer que C, est alors transformée en Cn. 
Quelle relation existe-t-il entre l'aire du domaine plan défini par les relations 


a<x<f, Oxcy»«sQ) 
ой g est une fonction continue, positive donnée, et l'aire du transformé de ce domaine par Te, ? 
Retrouver ainsi la relation (R). (Bacc. C, Poitiers, juin 1970.) 


Un point mobile M, dont le mouvement est rapporté à un repére orthonormé, a pour coordon- 
nées à tout inxtant t > 0 


— Log t. 


19 Construire la trajectoire (C) du point M. Calculer la longueur (ou norme) duvecteur-vitesse 
du point M à l'instant 1. 
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2° On oriente (C) dans le sens des x croissants et l'on prend pour origine des arcs la position du 
mobile à l'instant г = 1. Déterminer la loi horaire du mouvement, donnant l'arc en fonction 
du temps. (Bacc. C, Paris, septembre 1969.) 


6:71 Un point mobile M, dont le mouvement est rapporté à un repère orthonormé, a pour coordon- 
nées à tout instant £ (ге R) 
" 


D 


- 


z=1V2 


19 Construire les projections orthogonales de la trajectoire de M sur les plans de coordonnées 
(on déterminera les équations cartésiennes des courbes contenant ces projections et on construira 
les parties décrites). 

2 Calculer les coordonnées du vecteur-vitesse et du vecteur-accélération de M à l'instant /. 
Quel est l'hodographe du mouvement de M? Étudier si le mouvement de M est accéléré ou 
retardé. 


3° Montrer que la tangente à la trajectoire de M fait un angle constant avec une direction fixe. 


6.72 En remarquant que, pour tout x réel : 


(formules d'Euler), 
linéariser les expressions : 

sint х, sint x cos? x. 
En déduire les primitives des fonctions ` 


e 


х 
X > sint x cos? x. 


6.73 Calculer 
1 + rem + preta +... 4 mena 
(ne N, r 0, еВ). 


En déduire le calcul des sommes : 


1+ rcosa + r! соѕ 20 4... + r^ cos nx 
rsin а r'sin 2a-- ... + r^ sin n. 
Р 
6:74 Simplifier -5H CER), 


(оп muttipliera numérateur et dénominateur par е 
Résoudre dans C l'équation 
(2 + 1)" — (z — 1)" = 0 (л entier naturel donné non nul) 
2+1 
= d i 


(on posera Z 


6.75 Soit x le nombre d'atomes de radium d'une substance radioactive à l'instant г. La fonction 
f : t —> x = f(t) est dérivable sur IR et l'on a, à tout instant : 
x! = — Кх (k réel non nul donné). 
A l'intant £ = 0, le nombre d'atomes de radium est ху. 
19 Donner l'expression de x en fonction de xy, К? et r. 


2 On suppose t évalué en années et k? = 5.10-*. Au bout de combien d'années, le nombre 
d'atomes de radium a-t-il diminué de moitié? 
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6.76 Soit 0 la température d'un corps à l'instant г. La température ambiante est 20 °С. On pose 
х = 6 — 20, on suppose la fonction : г 1——— х dérivable sur IR et, à tout instant, on a : 


х' = — Er (k réel non nul donné). 
Pour г = 0, 6, = 70 °C. Au bout de 5 minutes, 0 = 60 °C. 
1° Calculer 0 en fonction de г mesuré en minutes. 
2° A quelle température sera le corps au bout de 20 minutes? 


6.77 On considère, dans un repère (О, 7, j), la courbe (C) représentative de la fonction y = x. 
19 a) Écrire l'équation de 1а tangente en un point M de (C) d'abscisse x. Si a désigne l'abscisse, 
différente de zéro, d'un point M, de (C), appliquer le calcul précédent à la détermination de 
l'abscisse du point de contact M, de (C) avec la tangente à (C) contenant M, et distincte de la 
tangente à (C) en M, Peut-on donner une interprétation analogue dans le cas où а = 0? 
b) On pose x, = a, у, = a*. On note T l'application de (C) dans (C) qui, au point Mọ, fait corres- 
pondre le point M, défini ci-dessus et l'on définit de proche en proche le point M, par les formules 

M, = T (Mo), M, = T (M3), ..., М, = T (Mn). 

Si (х„, YA) sont les coordonnées de M,, calculer x, en fonction de x, et y, en fonction еу, ,. En 
déduire les expressions de x, et y, en fonction de a et n. 
© Exprimer, en fonction de a et n, les coordonnées X, et Y, du barycentre G, des points Му, 
M, ..., M, affectés des coefficients égaux à 1. Calculer lim OG,. 


Ge 


2° a) Trouver les fonctions numériques de la variable réelle, solutions de l'équation diffé- 


rentielle : 

[0] У + у1ов2 = 0. 

On désigne par (y) la courbe représentative de la fonction x 1———+ 3e-*'^«? © constante réelle 
arbitraire). 

Trouver les fonctions numériques de la variable réelle, solutions de l'équation différentielle : 
Q »'c-3yLog2 = 0. 

On désigne par (y) la courbe représentative de la fonction x —— ре -te (y constante réelle 
arbitraire). 


b) Les nombres x, et y, étant ceux définis au 1) b) pour a = 1, montrer que les points 1, (0, - 1), 
T GF 1, ху), ..., In (л, Xn) appartiennent, pour tout entier naturel л, à l'une ou l'autre de deux 
courbes (ү). Peut-on énoncer un résultat analogue pour les points 1, (0, + 1), А (+ 1, уу), ..., 
1, (n, Yn)? (Bacc. C, Toulouse, juin 1969.) 


Trouver les fonctions numériques de la variable réelle, solutions des équations différentielles sui- 
vantes (ex. 77 à 79): 


6.78 у" + y = 0. 
Уфу =? х3 (chercher une solution de la forme x —> y, = ax? + bx + c et 
еп déduire toutes les autres en posant y = y, + u). 
У + y = е (faire de méme avec y, = ae”), 


6.79 у" + 4y = 0. 
AN + 4у = іп x (chercher une solution de la forme x ———» уу = а sin х et en déduire 
toutes les autres en posant y = y, + u). 
У +4у —sin2x (faire de méme avec y, = ax cos 2 x). 


680 AT + y! —2y = 0. (chercher des solutions de la forme x :—— er et en déduire toutes les 
autres en posant у = ие"). 


6.81 Un point M de masse m, mobile sur un axe x'Ox, est attiré par O par une force dont la mesure est 
proportionnelle à la distance de O à M : 


Ё = — то? OM. 
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A l'instant £ = 0, M est еп M, d'abscisse ху et la mesure algébrique du vecteur-vitesse est vo- 


Former l'équation horaire du mouvement. (On rappelle qu'à tout instant on a Ё = тї, 7 étant 
le vecteur-accélération du point M). 


682. On donne un repère orthonormé (O, 1, }) dans le plan. L'unité de longueur est le centimètre. 


Un mobile M est animé, relativement à ce repère, d'un mouvement tel que le vecteur-accéléra- 
tion soit, à tout instant £ de IR, défini par 


Y = C. 12 cos 21) À + (— 8 sin 2 1)7. 
De plus, on sait qu'à l'instant £ = 0, le mobile est en M, (+ 8, 0) et que son vecteur-vitesse est 
8-4 
19 Déterminer le vecteur-vitesse y à l'instant r. 


2» Déterminer le vecteur-espace OM à l'instant г. En déduire que le mouvement est périodique 
et calculer la période T. 


3» Montrer que l'équation cartésienne de la trajectoire de M peut se mettre sous la forme 
y = ax + bx + с. 


Préciser sa nature. (Bacc. E, Clermont, septembre 1970.) 


683 On considère le point mobile M du plan rapporté au repère orthonormé (О, 7, j). Les coordonnées 


de ce point sont fonctions du temps £. 
Au temps / = 0, le mobile est en À (+ 1, 0). 
Au temps t = 7, il est en B (0, + 2). 


A tout instant, le vecteur OM et le vecteur-accélération 5 sont liés par a relation ў = — 1 ОМ. 


19 Calculer les coordonnées x et y de M en fonction de г et en déduire l'équation de la trajectoire 
de M. 

29 Quelles sont les valeurs de / pour lesquelles la norme euclidienne du vecteur-vitesse de M est 
maximale ou minimale? (Bacc. D, Nancy, juin 1970.) 


6.84 On considére un point M de l'espace, en mouvement par rapport à un repére orthonormé 
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(o, 7, }, EL de vecteur-accélération 7 à tout instant / d'un intervalle I. 
19 Montrer que l'égalité 


1-8 
vérifiée pour tout г de I, caractérise un mouvement rectiligne uniforme (si M n'est pas fixe) dans 
l'intervalle de temps I. 


19 On suppose que Ÿ est un vecteur constant non nul sur l'intervalle I et on connait OM, et le 
vecteur-vitesse v; à l'instant t = 0 de I. Démontrer que Гоп a, pour tout г de I : 


OM = 37+ ht + ОМ; 
que l'on peut écrire : 


Quelle est la trajectoire de M? 
3° Application. Un projectile assimilé à un point M est lancé avec une vitesse v, > 0. Le vecteur- 
vitesse initiale » fait un angle de 45? avec la verticale. Le projectile est soumis à l'accélération de 


la pesanteur g (son vecteur-accélération est donc у = — gk constant, la verticale étant orientée 
positivement vers le haut). Étudier le mouvement du projectile M (coordonnées de M en fonction 
du temps, trajectoire, hodographe, étudier si le mouvement est accéléré ou retardé). 


Sujet d'étude. 


6.85 Mouvement vibratoire amorti. 


1° Soit un nombre complexe donné a + ib (a et b réels), t désignant un instant quelconque de R. 
Par définition, 


өни = gat у ebt, 


Calculer la dérivée de : £ »— x = et#ilt, Qu'en concluez-vous sur la forme de cette 
dérivée? 
2° On appelle solution de l'équation différentielle : 
а) x"+2x +2x=0, 
toute fonction complexe de la variable réelle г 

F:t — x = EI 
dérivable deux fois sur IR et telle que l'on ait (1) pour tout йе R. 
Chercher deux solutions de la forme : t »——— x = е" (se C). 
Soit t 1 —— entet 1 1 — 9 ен сез solutions, montrer que toute fonction : 

f a— A ett Es ent, 
3 €t à étant des constantes complexes arbitraires, est solution de (1). 
Montrer, en choisissant convenablement à, et 2, que les fonctions : £ :— e-'cos tet 
t» e~t sin t sont des solutions de (1). 
Montrer que toute fonction : £ 1—» e-' (A cos t + B sin г), A et B étant des constantes 
réelles arbitraires, est une fonction numérique de la variable réelle 1, solution de (1). Montrer 
qu'on obtient ainsi toutes les fonctions numériques solutions de (1) (on posera х = ue-', оп 
formera l'équation différentielle vérifiée par la fonction : t *—— u et on cherchera les fonc- 
tions numériques solutions de cette équation différentielle). 


3° Un point M a un mouvement rectiligne sur un axe x'Ox de loi horaire f : ( 1—+ x = f (t) 
dérivable deux fois sur IR, et vérifiant (1). Pour г = 0, l'abscisse du point est x, = 0 et sa vitesse 


du mouvement de M. 
4° Construire le diagramme Г des espaces [on suppose ici que £ varie de 0 à --оо; on montrera 


que les points de Г d'abscisses г 


F + km, k étant un entier naturel arbitraire, appartiennent 
à l'une ou l'autre des deux courbes d'équations x 
et ces deux courbes ont méme tangente en ces points]. 
5° Calculer lim f (t) et lim f’ (1). 


iste a 


e 


— e-! et on montrera que Г 


= 
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TABLES 
Carrés, cubes, racines carrées et inverses des nombres de 1 à 99. 


D 
ъ 


m 


Фочадмьоыьн 5 ecaounauw- 


1 

8 

27 

64 

125 
216 
343 
512 
729 
1000 
1331 
1 728 
2197 
2744 
3375 
4096 
4913 
5832 
6859 
8000 
9261 
10648 
12167 
13 824 
15 625 
17 576 
19 683 
21952 
841 24389 
27 000 
29 791 
32 768 
35 937 
39 304 
42875 
46 656 
50 653 
54 872 
59 319 
64 000 
68 921 
74 088 
79 507 
85 184 
91 125 
97 336 
103 823 
110 592 
117 649 


Фолольоьн 8 Bœsaunaunms Bæsanaunm> 
S 
B 
D 


SCH 
М.В. Les valeurs de үл et г. ѕопі des valeurs approchées par défaut à 10- près. 
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Carrés. cubes, racines carrées et inverses des nombres de 1 à 99. 


n D P Vi 
50 2 500 125 000 7,071 0 0,02 
1 2 601 132 651 7,141 4 0,0196 
2 2704 140 608 72111 0,0192 
3 2809 148 877 7,280 1 0,018 8 
4 2916 157 464 7,348 4 0,0185 
5 3025 166 375 7,4161 0,018 1 
6 3136 175 616 7,4833 0,0178 
Я 3 249 185 193 7,549 8 0,017 5 
8 3 364 195 112 7,6157 00172 
59 3481 205 379 7,6811 0,0169 
60 3 600 216 000 7,459 0,016 6 
1 3721 226 981 7,8102 0,0163 
2 3844 238 328 7,8740 0,0161 
3 3969 250 047 7,9372 0,015 8 
4 4 096 262 144 8 0,0156 
5 4225 274 625 8,0622 0,0153 
6 4356 287 496 8,1240 0,0151 
rà 4489 300 763 8,1853 00149 
8 4624 314432 8,2462 0,0147 
69 4761 328 509 8,306 6 0,0144 
70 4900 343 000 8,366 6 0,0142 
1 5041 357911 8,4261 0,0140 
2 5184 373 248 8,4852 0,0138 
3 5329 389 017 8,5440 0,0137 
4 5476 405 224 8,602 3 0,013 5 
s 5625 421 875 8,6602 0,0133 
6 5776 438 976 8,717 7 0,013 1 
d 5929 456 533 8,7749 0,0129 
8 6 084 474 552 8,8317 0,0128 
79 6241 493 039 8,888 1 0,0126 
80 6400 512 000 8,9442 0,012 5 
1 6561 531 441 9 0,0123 
2 6724 551 368 9,055 3 0,0122 
3 6 889 571 787 9,110 4 0,0120 
4 7056 592 704 9,165 1 0,011 9 
5 7225 614 125 92195 0,0117 
6 7 396 636 056 9,273 6 0,0116 
7 7 569 658 503 9,3273 0,011 4 
8 7744 681 472 9,3808 0,0113 
89 7921 704 969 9,4339 0,0112 
90 8100 729 000 9,486 8 0,0111 
1 8281 753571 9,5393 0,0109 
2 8464 778 688 9,591 6 0,010 8 
- 8 649 804 357 9,6436 0,0107 
4 8836 830 584 9,6953 0,010 6 
5 9025 857375 9,746 7 0,010 5 
6 9216 884 736 9,7919 0,1004 
» 9 409 912 673 9,848 8 0,100 3 
8 9 604 941 192 9,899 4 0,010 2 
99 9801 970 299 9,949 8 0,010 1 


EI 
М.В. Les valeurs de уп et „ sont des valeurs approchées par défaut а 10-* prés. 
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Table trigonométrique de grade en grade 


Tangentes | Cotangentes | Cosinus 


0,0157 0,9999 99 
0,0314 0,9995 98 
0,0472 0,9989 97 
0,0629 0,9980 96 
0,0787 0,9969 95 
0,0945 0,9956 94 
0,1104 0, 93 
0,1263 0,9921 92 
0,1423 0,9900 91 
0,1584 0,9877 90 
0,1745 0,9851 89 
0,1908 0,9823 88 
02071 0,9792 87 
0,2235 0,9759 86 
0,2401 0,9724 85 
0,2568 0,9686 84 
0,2736 0,9646 83 
0,2905 0,9603 82 
0,3076 0,9558 81 
0,3249 0,9511 80 
0,3424 0,9461 7 
0,3600 0,9409 78 
0,3779 0,9354 T 
0,3959 0,9298 76 
0,4142 2,4142 0,9239 75 
0,4327 2,3109 0,9178 74 
0,4515 22148 0,9114 73 
0,4706 2,1251 0,9048 т 
0,4899 2,0413 0,8980 т 
0,5095 1,9626 0,8910 70 
0,5295 1,8887 0,8838 EI 
0,5498 1,8190 0,8763 68 
0,5704 1,7532 0,8686 67 
0,5914 1,6909 0,8607 66 
0,6128 1,6319 0,8526 65 
0,6346 1,5757 0,8443 є 
0,6569 1,5224 0,8358 Di 
0,6796 14715 0,8271 62 
0,7028 1,4229 0,8181 61 
0,5878 0,7265 1,3764 0,8090 60 
0,6004 0,7508 1,3319 0,7997 59 
0,6129 0,7757 1,2892 0,7902 58 
0,6252 0,8012 1,2482 0,7804 57 
0,6374 0,8273 1,2088 0,7705 5% 
0,6494 0,8541 1,1709 0,7604 55 
0,6613 0,8816 1,1343 0,7501 54 
0,6730 0,9099 1) 0,7396 53 
0,6845 0,9391 1,0649 0,7290 52 
0,6959 0,9691 1,0319 0,7181 si 
0,7071 1,0000 1,0000 0,7071 50 
Cosinus | Cotangentes | Tangentes Sinus Grades 
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Table trigonométrique de degré en degré 


Sinus 


0,7071 


| ems Cotangentes | Tangentes 


Tangentes 


0,5774 


0,6009 
0,6249 
0,6494 
0,6745 
0,7002 


0,7265 
0,7536 
0,7813 
0,8098 
0,8391 


Cotangentes | Cosinus 


57,2900 
28,6363 
19,0811 


11,4301 


9,5144 
9,1443 
7,1154 
6,3138 
5,6713 


5,1446 
4,7046 
4,3315 
4,0108 
37321 


3,4874 
3,2709 
3,0777 
2,9042 
2,7475 


0,7193 
0,7071 


Sinus 


Logarithmes népériens des nombres entiers de 1 à 99. 


0 | 0,6931 | 1,0986 | 1,3863 | 1,6094 | 1,7918 | 1,9459 | 2,0794 | 2,1972 
2,3026 | 2,3979 | 2,4849 | 2,5649 | 2,6391 | 2,7081 | 2,7726 | 2,8332 | 2,8904 | 2,9444 
2,9957 | 3,0445 | 3,0910 | 3,1355 | 3,1781 | 3,2189 | 3,2581 | 3,2958 | 3,3322 | 3,3673 
3,4012 | 3,4340 | 3,4657 | 3,4965 | 3,5264 | 3,5553 | 3,5835 | 3,6109 | 3,6376 | 3,6636 
3,6889 | 3,7136 | 3,7377 | 3,7612 | 3,7842 | 3,8067 | 3 8286 | 3 8501 | 3,8712 | 3,8918 
3,9703 | 3,9890 | 4,0073 | 4,0254 | 4,0431 | 4,0604 | 4,0775 
4,0943 | 4,1109 | 4,1271 | 4,1431 | 4,1589 | 4,1744 | 4,1897 | 3,2047 | 4,2195 | 4,2341 
4,2485 | 4,2627 | 4,2767 | 4,2905 | 4,3041 | 4,3175 | 4,3307 | 4,3438 | 4,3567 | 3,3694 
4,3820 | 4,3944 | 4,4067 | 4,4188 | 4,4308 | 4,4427 | 4,4543 | 4,4659 | 4,4773 | 4,4886 
4,4998 | 4,5109 | 4,5218 | 4,5326 | 4,5433 | 4,5539 | 4,5643 | 4,5747 | 4,5850 | 4,5951 


оче лашын 
Р 
© 
5 
s 
m 
8 
= 
Wë 
© 
БА 
I 


М.В. On lit, par exemple, Log 63 à l'intersection de la ligne 6 (qu'on lit à gauche) et de la 
colonne 3 (qu'on lit en haut). Log 63 = 4,1431 à 5.10-* près, 


H ARAR S200? ARAL BIHAR ARADO SINAI AASS SERGE G8559 
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Logarithmes décimaux des nombres entiers de 100 à 1 000. Logarithmes décimaux des nombres entiers de 100 à 1 000. 


(Ж vp ЫЕ Үсен ibo Ее ! SCR RSS S PS «|. TT 7] 
50 | 6990 | 6998 | 7007 | 7016 | 7024 | 7033 | 7042 | 7050 | 7059 | 7067 
10 | 0000 | 0043 | 0086 | 0128 | 0170 | 0212 | 0253 | 0294 | 0334 |0374 1 | 7076 | 7084 | 7093 | 7101 | 7110 | 7118 | 7126 | 7 135 7143 | 7152 
1 414 453 492 531 569 607 645 682 719 755 2 160 168 177 185 193 202 210 218 226 235 
2| 72| 828| 864 | 899| 934| 969 | oo4*| оз*| 072*] 106* 3| 23| al 259| 267| 275| 284| 292| 300| 308| 316 
3 | 1139 | 1173 | 1206 | 1239 | 1271 | 1303 | 1335 | 1367 | 1399 | 1430 4| 324| 332| 340| 348| 356 | 364| 372| 380 | 388 | 306 
4| aal 492| al 553| aal 614] 64| 63| 703| 732 1 5| 4o4| 412| 419| 427| 435] 443| al 459] 466) 474 
5| 71| 799| 818 | ват | 875| 903| al 959| 987| Ol4* 61 wel al 497| al al 520! 58| S36 | 543| 551 
6 | 2041 | 2068 | 2095 | 2122 | 2148 | 2175 | 2201 | 2227 | 2253 | 2279 2| 5591 56| 574| 52| S89 | 597| GM | 62| 619 | 627 
7| 304| 330| 355| 380| 405| 430| 455 | 480) 504 | 529 sl al 6| al sel 664| 672| 679| sel 64| 701 
8| aal 57| e| 625| 648 | el es| ms, 7| 765 al 79| me| 723| al 738 | 745| 752| 760| 767| 774 
EM сао во | 1782 | 7789 | 7796 | 7803 | 7810 | 7818 | 7825 | 7832 | 7839 | 7846 
1| 853] 860 | 868 | 875 | 882) 889) 896| 903) 90| 917 
20 | 3010 | 3032 | 3054 | 3075 | 3096 | 3118 | 3139 | 3160 | з181 | 3201 2| 9| 91| 938| 945| 952| 959| 966 | 973| 980) 987 
1| 222| 243| 263| 284| 304 | 324| 345| 365 | 385| 404 | 3| 993 | 000" 007*| gel o21*| 028" 035*| o41*| 048*| gë 
2| 4| 44| 464| 483| 5o2| 522| al 560! 579 | 589 4 | 8062 | 8069 | 8075 | 8082 | 8089 | 8096 | 8102 | 8109 | 8116 | 8122 
3| 67| 636| 655| 64| 692| ml 729| 741| 766| 784 s| oi 136| wi 149| 156| wi 169| 176| 182] 189 
4| wl 820| el 856| 874| 892 927 | 945 | 962 | él 195| 22| 209| 215| 222| 228| 235| 241| 248| 254 
5| 9791 97| ом*| оз1*| o4s*| 065") 082*| 099°] 116*| 133* 7| 261| 267| 274| 280| 287| 293| 29| 306| 312| 319 
6 | 4150 | 4166 | 4183 | 4200 | 4216 | 4232 | 4249 | 4265 | 4281 | 4298 sl 325| al 338| 344| al 357| 363| ml 376| 382 
T 314 330 346 362 378 393 425 440 456 | 9 388 395 401 407 414 420 426 432 439 445 
8 472 487 502 518 533 548 564 579 594 609 
70 | 8451 | 8457 | 8463 | 8470 | 8476 | 8482 | 8488 | 8494 | 8500 | 8 506 
EK | Msn eic US s Ek | 1| aal 59| 525] al 537, 543] 549| 555] 561] 567 
2 573 579 585 591 597 603 609 615 621 627 
зо | 477 | 786| воо | в14 | 829| 843| 857| вт | ge | 3| 63| aal 645 | el el 663| 669| ei 681| 686 
1 914 928 942 955 969 983 997 O11*| 024*| 038* 4 692 698 704 710 716 722 727 733 739 745 
2 | 5051 | 5065 | 5079 | 5092 | 5105 | 5119 | 5132 | 5145 | 5159 | 5172 | s| mal 756| 72| 768 | mal mi 785| al 797| 802 
5| 185) 198| 211| 224| 237| 250| 263| 276 289 | 302 6| sos| 814 | 82 | 825. al 837| 842 ml 854) 859 
4| aal 328| 340| 353| 366| 378 | al 403| 416] 428 7| al ml gel 882, 887| 893| 89| 904| 90| 915 
5| al 453] 465| am| 490| 502| 514| 527| 530 | ssi в | al 927| 932| 938 | 943| 949 054 965 | on 
6 563 515 587 599 611 623 635 647 658 670 9 976 982 987 993 998 004*| 009*| 015*| 020*| 025* 
ACE TOR, ОШ EE, EE SE во | 9031 | 9036 | 9042 | 9047 | 9053 | 9058 | 9063 | 9069 | 9074 | 9079 
9| al 922| 933| 944| 955| 966| 977| 988| 999 | 010" 1| 1085] 090 c5 | 101 | i| 12) Hl H2 129| 13 
2| 1зв| 143 | 149| mal 159 | 165| 17| 175 | 180| 186 
3| mi 196| al 206 22| 27| 22 27| 232| 238 
40 | 6021 | 6031 | 6042 | 6053 | 6064 | 6075 | 6085 | 6096 | 6107 | 6117 4 243 248 253 258 263 269 274 279 284 289 
1 128 138 149 160 170 180 191 201 212 222 5 294 299 304 309 315 320 325 330 335 30 
2| 232| 23| 253| 263 | 214| 284 | 294 | 3M | 314| 325 6| 345| 350| 355| 360| 365| 370| 375 | 380| 385| 390 
3 335 345 355 365 375 385 395 405 415 425 } T 395 400 405 410 415 420 425 430 435 440 
4 435 444 454 464 474 484 493 503 513 522 f 8 445 450 455 460 465 469 414 479 484 489 
Ж 532 542 551 561 571 580 590 599 609 618 9 494 499 504 509 513 518 523 528 533 538 
КС s es cr cs RAS 90 | 9542 | 9547 | 9552 | 9557 | 9 562 | 9566 | 9571 | 9576 | 9581 | 9586 
8| 812| el 830| 839| 848 | 857) 86) 875| 884| 983 1| 50| eieiei 69| 64) 69| 641 68) 633 
4| Qi а oo! os! 937| 946| 9551 aal ai 981 2| 68| 63| 647| 652| 657| al 666| al 675 | вво 
3| el el el el тоз | 78| 73. ml ml 727 
4 731 736 741 745 750 754 759 763 768 773 
s| ml 782 | 786 | 791 | 795 | soo| 805 | wl ul вв 
М.В. Si le premier chiffre de la mantisse n'est pas écrit, il est à lire : 6 823 | 827 832 836 | 841 845 850 854 859 083 
dans la ligne précédente, s'il n'y a pas d'étoile, i: 868 872 877 881 886 890 894 899 903 908 
dans la ligne suivante, s'il y a une étoile. 8 912 917 921 926 930 934 939 943 948 952 
La table donne les valeurs approchées des mantisses à 5.10-* près. 99 956| 961 965 969 974 978 983 987 991 996 
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